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Abstrak - Paper ini membahas pembuktian bentuk elips sebagai suatu permukaan Reimann. Pembuktian-
pembuktiannya dirancang khusus agar memudahkan menggunakan teorema-teorama dasar dalam Topologi,
Geometri Diffrensial, Analisis Kompleks dan koordinat bola. Pembuktian yang digunakan adalah pembuktian dengan

pengkonstruksian dan pengkontradiksian.
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I. PENDAHULUAN
Secara umum, permukaan merupakan suatu ruang
topologi, yaitu suatu himpunan tertentu dengan suatu
topologi yang didefinisikan kepadanya. Permukaan Reimann
merupakan suatu permukaan yang memenuhi syarat-syarat
tertentu. Secara formal permukaan Reimann didefinisikan
sebagai berikut:
Definisi 1.1. (Ahmad, 1989)
Suatu permukaan Reimann E adalah suatu ruang topologi
dengan koleksi fungsi A={f; | iel} dan memenuhi syarat-
syarat berikut:
(a) E2 merupakan ruang topologi Hausdorff yang
terhubung
(b) Setiap fi merupakan homeomorfisma dari domain E; ke
himpunan bagian terbuka D; pada bidang kompleks C.
(c) {Ei| iel} merupakan tudung terbuka untuk E
(d) Setiap fungsi transisi yang didefinisikan merupakan
holomorfi.

Definisi 1.2. (Thomas dan Finney, 1996)

Suatu elips terdiri atas (X, y, ) eR® yang memenuhi:
X2 y2 Z2
a—2 +b—2 + C—2 =1 (1)
Tanpa mengurangi generalisasi, bentuk elips yang
disimbolkan sebagai E?, yang akan digunakan adalah elips
berunit satu pada bidang—xy dan berkutub di z=2 dan z=-1.
Sehingga E? adalah suatu elips dengan |x|<I, |y|<I dan |z|<2
dan titik-titik (1,0,0), (-1,0,0), (0,1,0), (0,-1,0), (0,0,2), dan
(0,0,-2) terletak pada elips E2. Jika titik-titik tersebut
dimasukkan ke (1), maka diperoleh a= +1, b=+1 dan c=+2,
sehingga diperoleh:

2
X2 +y? +ZT =1 )

Oleh karena itu, E? dapat didefinisikan sebagai:

2
E2= {(x, y,2) € R |x2+y2+%=1} 3)

. BENTUK ELIPS E2 SEBAGAI SUATU

PERMUKAAN REIMANN
Kita akan menggunakan Definisi 1.1  untuk
memperlihatkan bahwa elips E? merupakan suatu permukaan
Reimann dengan membuktikan Teorema 2.1 berikut.
Teorema 2.1.

2
E?= {(X, y,z) e R* | X +y? +ZT =1} merupakan suatu

permukaan Reimann.

Bukti:

Pembuktian dilakukan dengan memperlihatkan bahwa E?

memenuhi Definisi 1.1.

Pertama kali diperlihatkan bahwa E? adalah suatu ruang

topologi.

Misalkan didefinisikan V sebagai himpunan buka pada E?

yang berbentuk V=UNE? dengan U adalah himpunan buka

dalam R®. Misalkan t adalah koleksi himpunan buka pada E2.

Karena ¢ adalah himpunan buka, dan ¢ adalah himpunan

bagian dari sebarang himpunan, maka ¢ adalah himpunan

buka pada E? sehingga ¢et. Kemudian, diketahui bahwa R®

adalah buka dan merupakan suatu himpunan bagian dari R®,

maka R3~E? = E? adalah suatu himpunan buka pada E?

sehingga E’et. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa UV, €7
1

sebagai berikut:
i

=(U; "E?)UU, NEZ)U(U;s NE?)U...

:(Uuijm E?.

i

Karena (Uuij adalah himpunan buka dalam R®, maka

i

UVi :(Uuijm E2 adalah himpunan buka pada E2. Oleh

klarena Iitu UV, er. Selanjutnya, ditunjukkan bahwa
i

_rn]lVi € 7, sebagai berikut:

i

n
i=1
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= (Ulr\Ez)r\(U2 r\Ez)r\(U3 NEH ...

= (ﬁuijm E?
i=1

Karena ([D]Uij adalah himpunan buka dalam R®, maka
i=1

F]Vi :(rn]uijm E2 adalah himpunan buka pada E2. Oleh
i=1 i=1

n
karena itu V; € 7. Jadi (E t) adalah suatu ruang topologi.
i=1
Selanjutnya pengkonstruksian himpunan {E;i | iel}.
Misalkan E; = E2 - {(0,0,2)}

:{(x,y,z)eR3|x2+y2+§=1dan z¢2}
4)

dan E»=E?-{(0,0,-2)}

= {(x,y,z)eR3|x2+y2+§:1dan z;t—Z}

()
dua domain pada E?. Oleh karena itu himpunan {E; | iel}
dapat ditulis sebagai {E; | i=1, 2}.
Selanjutnya pengkonstruksian koleksi fungsi A={fi | iel}.
h w:l. Misalkan
-Ha+3)
(x+

(x+ly) dan fa(x,y,z)= (x+1y) , maka himpunan
1-2 1-9)
A={fi | iel} dapat ditulis sebagai A={f; | i=1,2}.

Selanjutnya diperlihatkan E? sebagai ruang topologi
Hausdorff yang terhubung.

Misalkan p; dan p; anggota dari E? dengan pi=pz dan pi = (X,
y, 2). Kemudian definisikan persekitaran pi untuk i=1, 2,

sebagai:
NGLa)= {peRE 1[G %)+ (v + -2 ] <

dan N°(pi, &) = N(pi, &) NE2.
Misalkan d(p1,p2) =

Dari persamaan (2), diperole

fi(x,y,2) =

1/2
[0 =52+ (=2 + (1 -2,)" | =& adalah suatu

metrik pada ruang Euclid R®, dan &£ = min{s | i=1, 2, 3}.
Definisikan himpunan buka Vi = N(p,3)N E2 untuk i=1, 2;

akan ditunjukkan bahwa Vi dan V- tidak beririsan. Andaikan
V1 dan V, beririsan, yaitu VinV, # ¢, maka terdapat pse
VinV, dengan d(pi, p2)<e/2 dan d(pz, ps)< &/2. Dengan
menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh &3<g, tetapi
e=min{e;|i=1,2,3}. Jadi suatu kontradiksi, sehingga ViV, =
¢. Selanjutnya diperlihatkan bahwa E? terhubung. Untuk
membuktikan bahwa E? terhubung, digunakan definisi dan
teorema berikut:

Definisi 2.3. (Abu Osman, 1989)

Misalkan (X, 7) ruang topologi. Maka (X, z) disebut terhubung
secara lintasan jika setiap p1,p.e X dapat dihubungkan dengan
suatu lintasan dalam ruang topologi tersebut.

Teorema 2.4. (Abu Osman, 1989)

Jika (X, 7) terhubung secara lintasan maka (X, 7) terhubung.

Teorema 2.5. (Marsden, 1974)

Misalkan (X, z) ruang topologi dan AcX. Jika A terhubung dan
f: A — B kontinu, maka f(A) terhubung.

Sekarang kita mulai membuktikan keterhubungan E2. Kita
akan menggunakan koordinat bola untuk membuktikannya.
Komponen-komponen  koordinat  P(r,p,0) dinyatakan
sebagai: r = jarak dari P ke titik pusat; ¢ = sudut dari sumbu-
x positif ke garis OQ; ®» = sumbu-z positif ke garis OP.
Sehingga diperoleh hubungan x=rsinmcose, y=rsinwsing,
z=rcos®. Hubungan-hubungan tersebut disubtitusi ke (2) dan

diperoleh r = 2z .
V3sin? w+1
. 2
Misalkan P =| —— 0, 0, dan
J3sin? o, +1
2 .
P, = adalah sebarang dua titik pada

—1(py!a)y
|3sin® @, +1

E2. Definisikan suatu fungsi
f:[0,1] = R® dengan

2
J3sin?[(L-n)w, +n, ] +1

Akan ditunjukkan bahwa f(n)eE? untuk setiap ne[0,1].

Dengan menggunakan definisi f(n) dan hubungan-hubungan

X=rsinycose, y=rsinysing, z=rcosy, maka diperoleh:
2sin[(1-n)ay +nw,]cos[(1-n)p, +ne, ]

J3sin?[(L-n)e, +ng, ] +1
2sin[(L-n)ay +nawy ]sin[(1-n)e, +np, ]

B JBsin’[L-ma, +ng,1+1
2cos[(1-n)o, +nao, ]

) J3sin?[(L- ey, +np, ] +1

f(n) =

dan

. Jika hubungan-hubungan

2
ini disubtitusi ke {x2+y2+%) maka diperoleh

2
X2 +y? +ZT=1' Dengan menggunakan Definisi 2.3, maka

E? terhubung secara lintasan, dan dengan Teorema 2.6, maka
E? terhubung.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa E2 homeomorfisma dari
domain E; ke subset terbuka D; pada bidang kompleks C
untuk i=1,2. E; disebut domain jika terbuka dan terhubung
i=1,2 (Akhmad T, 1989). Diketahui bahwa E;=E?-{(0,0,2)}.
Misalkan keEi;, maka jelas k=(0,0,2) dan d(k,(0,0,2))<r
dengan r>0. Kemudian diperoleh bahwa N(k,r)={peE? |
d(k,p)<r}cEi karena jika (0,0,2) eN(k,r) maka d(k,(0,0,2))<r.
Ini adalah suatu kontradiksi, sehingga E: terbuka. Dengan
cara yang sama, diperoleh bahwa E, adalah terbuka.
Selanjutnya diperlihatkan bahwa E; (i=1,2) terhubung dengan
menggunakan  koordinat bola. Komponen-komponen
koordinat P(r,¢,0) dinyatakan sebagai: r = jarak dari P ke
titik pusat; ¢ = sudut dari sumbu-x positif ke garis OQ; o =

A=y +ng,, (1-n)ay, +No,



Muhammad Abdy / Bentuk Elips sebagai suatu Permukaan Reimann

504

sumbu-z positif ke garis OP, dan diperoleh r =
3sin w+1

. Misalkan P, =[

2
T P
\3sin° @, +1
2

—1¢y1wy
,/3sin2a)y +1

pada E2. Definisikan suatu fungsi g : [0,1] — R® dengan

dan P, = adalah sebarang dua titik

2
J3sin?[(L-N)w, +no, ] +1

Akan ditunjukkan bahwa g(n)eE? untuk setiap ne[0,1].

Dengan menggunakan definisi g(n) dan hubungan-hubungan

X=rsinycose, y=rsinysing, z=rcosy, maka diperoleh:
2sin[(1-n)a, +nay,]cos[(1-n)p, +np, ]

J3sin?[(L-n)es, +ng, ] +1
(6)

g(n) =

B 2sin[(1-n)ay +nawy ]sin[(1-n)e, +ng, ]

J3sin?[A- M, +ng, ] +1

()

_ 2cos[(1-n)ay, +nay]
J3sin?[(L-n)o, +np,1+1

8
Diketahui dari (4) bahwa E; = E2— {(0,0,2)}

dan z

2
= {(x,y,z)eR3|x2+y2+%:ldan z¢2}.

Dengan menggunakan (6), (7) dan (8) terlihat bahwa
2
X2 +y?+ ZI =1. Selanjutnya diperlihatkan bahwa:

B 2cos[(1-n)ay +naw, ]
\/SSinz[(l—n)a)X +np,1+1
2cos[(1-n)ay +nay ]

\/3sin2[(1—n)a)x +np,1+1

# 2. Andaikan z=2, maka

= 2, sehingga diperoleh;

4cos’[(1-n), +ne, ]

3sin’[(1-n)m, +Nnp,]+1

cos’[(1-n)a, +nw, ]

3sin’[(1- o, +np, 141
< cos[l-n)ay +no, ]=+1 9)
Karena z=2, maka cos[(1-n)w, +nwy]=1, berarti bahwa
(1-n)e, + N, =cos+1=0 dan 2. Jika (1—n)e, + N, =0
maka (1-n)e, =-nw, . Diketahui bahwa (1-n)ay =-Na,
jika dan hanya jika @, =@, =0. Ini adalah suatu kontradiksi
untuk i=x, y. Jadi seharusnya

karena @, >0

A-n)ay +ne, #0, sehingga

,A=n)gy +npy,,1-nao, + na'})/,l

(-n)a, +nw, # 27 (karena cos0=cos2n=1). Dengan

demikian cos[(1-n)ay +nae, ] #1. Jadi

_ 2cos[(1-n)o, +nav, ]
J3sin?[(L-n)w, +ng,]+1

vne[0,1]. Dengan menggunakan Definisi 2.3, maka E:
terhubung secara lintasan, dan dengan Teorema 2.4, maka E;
terhubung. Dengan cara yang sama dapat diperlihatkan
bahwa E, adalah terhubung. Karena E; terbuka dan
terhubung, maka E; merupakan domain f; untuk i=1,2.

(x+iy;)
-3
untuk (xi,yi,zi)€E;; i=1,2. Dapat diperlihatkan bahwa D; = C
(C adalah bidang kompleks). Karena C terbuka maka D;
merupakan range terbuka f; untuk i=1,2.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa fi merupakan
homeomorfisma dari E; ke D; untuk i=1,2 dengan
memperlihatkan bahwa f; : E; — D; adalah bijektif, terbuka

dan kontinu serta E; dan D; merupakan ruang topologi. Ei dan
Di dapat diperlihatkan sebagai ruang topologi dengan
menggunakan cara yang sama pada E? dan f; dapat
diperlihatkan sebagai fungsi yang bijektif, terbuka dan
kontinu dengan menggunakan sifat-sifat pada E; dan Di.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa E; dan D; adalah
homeomorfisma.

Terakhir, dibuktikan bahwa setiap fungsi transisi yang
didefinisikan merupakan holomorfi.

Misalkan didefinisikan fungsi:

ty fi(E,NEy) — f(ELNEy)

dengan ty: f,(f; 1) atau t,: f,(E, NE,) = f,(E,NE,)

#2, sehingga g(n)ekEy,

e D

isalkan f;:E; — D; dengan fi(xiyi,zi) =

sebagai fungsi transisi

sebagai fungsi transisi dengan t,, : f,(f,%).

fxydh(ey2)=| -2 | 2= |=1, sehingga fu(xy.2)=
1-2 )\ 1+3

——— dan fo(x,y,2)= ————— . Jelas bahwa t2; dan ti,

fo(xy,2) f(xy.2)

merupakan pemetaan pada C-{0} dengan s — 1 dan s=a+ib,
S

1
a+ib

1 (a—ibj_ a +—i( -b j
a+ibla—ib) a2 +p? a? +b?

sehingga ty(s) = fz(fl_l)(s) = —

=u+iv.

Selanjutnya,

u _ b’-a* au _  -2ab

oa  (@%+b?)?" db  (a®+b?)?

N_ 2 v ﬁ sehingga diperoleh:
da (a®+b?)? b (a®+b?)? '
a_u:@ dan a_u = —@. Jadi t;1 merupakan holomorfi.

da ob ob
Dengan cara yang sama, dapat diperlihatkan bahwa t;, adalah
holomorfi.



Muhammad Abdy / Bentuk Elips sebagai suatu Permukaan Reimann

505

PENUTUP
Kita telah membuktikan bahwa E? adalah suatu ruang
topologi dengan koleksi fungsi A={f; | iel} dan memenuhi
syarat-syarat berikut:

1) E? merupakan ruang topologi Hausdorff yang terhubung.
2) Setiap fi merupakan homeomorfisma dari domain E; ke
himpunan bagian terbuka D; pada bidang kompleks C.

3) {Ei|iel} merupakan tudung terbuka untuk E2.

4) Setiap fungsi transisi yang didefinisikan merupakan
holomorfi.

Dengan demikian bentuk elips E? memenuhi struktur

permukaan Reimann.
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