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ABSTRAK 

Spektrum graf adalah kumpulan nilai eigen berbeda dan multiplisitasnya. Dalam 
menentukan spektrum graf dapat digunakan beberapa metode seperti persamaan 
karakteristik, teorema pada matriks sirkulan serta dengan menggunakan program komputer 
visual basic 6.0. Spektrum graf hyperoctahedral (ܪ௡) dengan teorema matriks sirkulan 
diperoleh dengan membuat pola spektrum graf ܪଶ, ܪଷ, ܪସ dan ܪହ kemudian memberikan 
kesimpulan. Pola spektrum graf hyperoctahedral(ܪ௡) yang dihasilkan dengan metode-
metode ini adalah ߪ(ܪ௡) = ቀ2(݊ − 1) 0 −2

1 ݊ ݊ − 1
ቁ. 

 
Kata Kunci: Matriks Sirkulan, Nilai eigen, Spektrum Graf Hyperoctahedral, Visual Basic 

ABSTRACT 
 

The spectrum of a graph is a collection of distinct eigen values and multiplicity. 
Determine the spectrum of a graph can be used several methods, namely the characteristic 
equation, sirculant theorem on matrices and use a computer program Visual Basic 6.0. 
Spectrum graph hyper octahedral (ܪ௡) with matrix theorem sirculant spectrum obtained by 
making a pattern graph ܪଶ, ܪଷ, ܪସ and ܪହ then provide conclusions. The pattern of 
spectral graph hyper octahedral (ܪ௡) by these methods is ߪ(ܪ௡) =
ቀ2(݊ − 1) 0 −2

1 ݊ ݊ − 1
ቁ. 

 
Key words: Sirculant Matrix, Eigen Value, Spectrum Graph Hyperoctahedral, Visual Basic 

PENDAHULUAN 

Graf ܩ didefinisikan sebagai pasangan 
himpunan (ܸ,  ditulis dengan notasi ,(ܧ

 
 

ܩ = (ܸ,  adalah himpunan tidak ܸ ,(ܧ
kosong dari simpul-simpul (vertices atau 
node) dan ܧ adalah himpunan sisi (edge 
atau arc) yang menghubungkan sepasang  
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simpul dari matriks A. Pengaitan antara 
simpul-simpul yang membentuk sisi pada 
graf, direpresentasikan pada gambar 
sehingga membentuk pola graf tertentu. 
Pola-pola yang terbentuk itulah yang akan 
dikelompokkan menjadi kelas-kelas graf 
seperti graf lengkap, graf siklus dan graf 
hyperoctahedral. Graf hyperoctahedral 
adalah graf (ܪ௡) yang menghilangkan n 
sisi saling disjoin dari graf ܭଶ௡ . (Lipshteyn, 
1998). 

Untuk mempermudah penyelesaian 
suatu graf, disajikan dalam bentuk matriks. 
Suatu graf dapat dibentuk matriks 
ketetanggaannya yang merupakan matriks 
yang merepresentasikan ketetanggaan dari 
simpul-simpul yang terdapat pada graf.  

Pada graf dikenal pula istilah nilai 
eigen dan vektor eigen. Dimana kumpulan 
nilai eigen berbeda dengan multiplisitasnya 
disebut dengan spektrum graf. Salah satu 
matriks khusus yang dapat digunakan 
dalam memperoleh nilai spektrum suatu 
graf yaitu matriks sirkulan (Nguyen, 2010). 
Matriks yang berukuran ݊ ݔ ݊ yang 
dibentuk oleh ݊ vektor dengan mengubah 
urutan, jadi hanya memiliki satu input pada 
baris pertama yang setiap entri bergeser 
satu posisi kekanan pada baris berikutnya.  

Kajian tentang teori graf cukup 
sederhana, namun jika sub bagian dan teori 
didalamnya dikaji lebih mendalam maka 
akan menimbulkan kesulitan. Salah satu 
cara untuk mempermudah penyelesaian 
suatu graf adalah dengan mengaitkannya 
dengan ilmu aljabar, yaitu menyajikannya 
dalam bentuk matriks. Beberapa paneliti 
sebelumnya telah melakukan penelitian 
yang berkaitan dengan spektrum suatu graf 
yaitu spektrum graf lengkap dan siklus 
(Hasmawati, 2008); Penerapan Teori Graf 
pada Analisis Jejaring Sosial dengan 

Menggunakan Microsoft Nodexl (Nur 
Insani & Nur Hadi, 2012); Dimensi Metrik 
Graf Kr+mKs. m,r,sЄN (Hindayani, 2011); 
dan spektrum graf mobius ladder (Ririn W, 
2010). Tetapi penentuan spektrum tersebut 
hanya dilakukan dengan satu cara, sehingga 
tulisan ini akan menguraikan tentang 
spektrum graf dari jenis graf lain yaitu graf 
hyperoctahedral dengan dua cara. Pertama, 
mencari spektrum graf hyperoctahedral 
dengan operasi persamaan karakteristik dan 
kedua, dengan menggunakan teorema pada 
matriks sirkulan. Selain itu, pada paper ini 
spektrum graf hyperoctahedral juga akan 
diperoleh dengan menggunakan software 
visual basic 6.0. Rumusan masalah dalam 
penelitian ini adalah; Bagaimana bentuk 
spektrum dari graf hyperoctahedral dengan 
menggunakan operasi persamaan 
karakteristik, graf hyperoctahedral dengan 
menggunakan teorema pada matriks 
sirkulan; bentuk matriks sirkulan dari graf 
hyperoctahedral dan dengan menggunakan 
bantuan program komputer yaitu software 
visual basic 6.0? Tujuan penelitian ini 
adalah mencari bentuk umum dari 
spektrum graf hyperoctahedral. 

METODE 

Metode penelitian yang digunakan 
yaitu kajian teoritis dengan mengumpulkan 
informasi-informasi atau teori-teori yang 
relevan dengan topik penelitian. Informasi 
tersebut diperoleh dari berbagai jenis 
sumber kepustakaan seperti buku, jurnal, 
hasil-hasil penelitian dan sumber-sumber 
lainnya yang sesuai seperti internet. Agar 
tujuan penelitian dapat tercapai 
sebagaimana diharapkan, maka langkah-
langkah yang ditempuh adalah sebagai 
berikut; 1) Pengumpulan literatur-literatur 
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yang berkaitan dan mendukung penelitian 
ini seperti buku, jurnal dan skripsi; 2) 
Menyediakan kerangka konsepsi atau teori 
untuk penelitian yang direncanakan; 3) 
Menyediakan informasi tentang penelitian 
sebelumnya yang berhubungan dengan 
penelitian yang akan dilakukan; 4) 
Pengkajian literatur yang telah diperoleh 
dan merangkumnya sebagai bahan 
penelitian; 5) Menyusun hasil dan 
pembahasan. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

A. Nilai Eigen Graf Hyperoctahedral 
dengan Persamaan Karakteristik 

Definisi 1. (Munir, 2005) 
Misalkan ܣ = ൫ܽ௜௝൯ adalah matriks ݉ ݔ ݉ 
yang didefinisikan oleh 

ܽ௜௝ = ቄ1           
0             

Jika (u,v)simpul,yaitu vi bertetangga 
dengan vj lainnya. Matriks A di sebut 
matriks ketetanggan 
Definisi 2. (Jerome, 1998) 

Jika ܣ adalah matriks ݊ ݔ ݊, maka 
sebuah vektor tak nol ݔ di dalam ܴ௡, 
dinamakan vektor karakteristik/vektor 
eigen (eigen vector) dari ܣ jika ݔܣ adalah 
kelipatan skalar dari ݔ, yaitu ݔܣ =  .ݔߣ
Skalar ߣ dinamakan nilai karakteristik/nilai 
eigen dari ܣ. Dalam hal ini ݔ  di sebut 

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai 
eigen ߣ.  

Nilai eigen dari suatu matriks 
kemungkinan hasilnya riil atau berupa 
bilangan kompleks, dan beberapa 
diantaranya mungkin sama (berulang). 
Suatu nilai eigen yang berlainan dengan 
semua nilai eigen lainnya dinamakan nilai 
eigen berbeda, dan nilai eigen yang 
berulang dinamakan multiplisitas. (Wono, 
S.B, 1995).  

Langkah-langkah mencari polynomial 
karakteristik graf hyperoctahedral dengan 
persamaan karakteristik adalah: 
a. Menggambar graf ܪଶ, ,ଷܪ  .ହܪ ସ, danܪ
b. Mengubah graf ܪଶ, ,ଷܪ   ହܪ ସ danܪ

kedalam matriks ketetanggaannya. 
c. Membentuk persamaan karakte-

ristiknya. 
d. Menyelesaikan persamaan karakte-

ristiknya dan diperoleh nilai eigen graf 
hyperoctahedral. 

Contoh 1. Nilai eigen untuk graf ܪଶ 

 
Gambar 1. Graf ܪଶ 

Matriks ketetanggaan dari Graf ܪଶ adalah  ܣ(ܪଶ) = ൦

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

൪ 

Persamaan karakteristiknya: |ܫߣ − |(ଶܪ)ܣ = 0 atau 

ተߣ ൦

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

൪ − ൦

0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

൪ተ = ተ

ߣ −1 −1 0
−1 ߣ 0 −1
−1 0 ߣ −1
0 −1 −1 ߣ

ተ = 0 

 
 

 ଶݒ ଵݒ

 ଶܪ
 ଷݒ ସݒ
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Untuk menguraikan persamaan di atas maka dengan menyatakan persamaan tersebut 
sebagai ekspansi kofaktor sepanjang baris pertama ; 

ߣ อ
ߣ 0 −1
0 ߣ −1
−1 −1 ߣ

อ + อ
−1 0 −1
−1 ߣ −1
0 −1 ߣ

อ − อ
−1 ߣ −1
−1 0 −1
0 −1 ߣ

อ = 0 

 
Masing-masing determinan yang dicari 

telah berbentuk determinan berordo 3 maka 
diperoleh:  

ଷߣ)ߣ − ߣ − (ߣ + (ଶߣ−) − (ଶߣ) = 0 
ସߣ − ଶߣ2 − ଶߣ2 = 0 
ߣ)ଶߣ − ߣ)(2 + 2) = 0 

Sehingga diperoleh nilai eigen ߣ = 0 
dengan multiplisitas 2, ߣ = −2 dengan 
multiplisitas 1 dan ߣ = 2 dengan 
multiplisitas 1. 
B. Nilai Eigen Graf Hyperoctahedral 

dengan Menggunakan Teorema 
pada Matriks Sirkulan 
Langkah-langkah mencari nilai eigen 

graf hyperoctahedral dengan menggunakan 
sifat matriks sirkulan yaitu: 
1. Menggambar graf ܪଶ, ,ଷܪ  ;ହܪ ସ danܪ
2. Mengubah masing - masing 

graf ܪଶ, ,ଷܪ  ହ ke dalamܪ ସ danܪ
matriks ketetanggaannya, dimana 
matriks ketetanggaannya tersebut harus 
membentuk matriks sirkulan; 

3. Mencari nilai eigen dari matriks 
sirkulan berdasarkan teorema 
Sebelum mengerjakan langkah-langkah 

tersebut terlebih dahulu mengkaji sifat dari 
matriks sirkulan dan graf sirkulan. 
Teorema 1. (Hasmawati, 2008) 

Jika ܵ adalah matriks sirkulan berordo 
݊, dengan [ ଵܵ, ܵଶ, ܵଷ, … , ܵ௡] merupakan 
baris pertama dari matriks ܵ, maka nilai 
eigennya adalah 

௥ߣ = ෍ݏ௝߱(௝ିଵ)௥
௡

௝ୀଵ

 

Dengan߱ = ݁ଶగ௜/௡, dan vektor eigen ke ݎ 
yang bersesuaian dengan nilai eigen ߣ 

adalah ݑ௥ = ൣ1,߱௥ , ߱ଶ௥ , … , ߱(௡ିଵ)௥൧், 
untuk setiap ݎ = 0,1,2, … , ݊ − 1.  
 
Definisi 3. (Hasmawati, 2008) 
Graf ܩ dikatakan graf sirkulan apabila 
matriks ketetanggaan dari graf ܩ 
merupakan matriks sirkulan.  
 
Teorema 2. (Hasmawati, 2008) 
Misalkan[0,  ܽଶ, … ,  ܽ௡] adalah baris 
pertama dari matriks ketetanggan pada graf 
sirkulan ܩ. Maka nilai eigen dari graf ܩ 
adalah  

௥ߣ = ෍ ௝ܽ߱(௝ିଵ)௥
௡

௝ୀଶ

 

Untuk setiap ݎ = 0,1,2, … , ݊ − 1 dengan 
߱ = ݁ଶగ௜/௡.  
 
Bukti: 
Diketahui ܩ adalah graf sirkulan dan ܣ 
adalah matriks ketetanggan dari graf ܩ. 
Perhatikan bahwa 

(ܩ)ܣ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 ܽଶ ܽଷ … ܽ௡
ܽ௡ 0 ܽଶ … ܽ௡ିଵ
ܽ௡ିଵ ܽ௡ 0 ⋱ ܽ௡ିଶ
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ܽଶ ܽଷ ܽସ … 0 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

 

Dengan mengasumsikan matriks ܣ = ܵ 
sehingga menurut teorema 1, diperoleh 
nilai eigen ke ݎ dari graf ܩ adalah 
௥ߣ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)௥௡

௝ୀଵ  = ܽଵ߱଴.௥ + ܽଶ߱ଵ.௥ +
ܽଷ߱ଶ.௥ + ⋯+ ܽ௡߱(௡ିଵ)௥ 
Karena ܽଵ = 0 maka  
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௥ߣ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)௥௡
௝ୀଶ untuk setiap 

ݎ = 0,1,2, … , ݊ − 1. Contoh nilai eigen 

untuk graf ܪଶ 

 
Gambar 2. Isomorfik Graf ܪଶ 

Jadi Graf ܪଶ Sebelah kanan merupakan graf sirkulan sehingga dapat dibentuk matriks 
ketetanggannya yaitu; 

(ଶܪ)ܣ = ൦

0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0

൪ 

Sesuai persamaan nilai eigen pada teorema 2 diperoleh nilai-nilai eigen dari graf ܪଶ 
sebagai berikut; 

1) Untuk ߣଵ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)ଵ௡
௝ୀଶ = ܽଶ߱ଵ + ܽଷ߱ଶ + ܽସ߱ଷ = ܽଶ߱ଵ + ܽସ߱ଷ 

Karena ߱ = ݁ଶగ௜ ௡ൗ = ݁ଶగ௜ ସൗ = ݁గ௜ ଶൗ  
Maka:     ߱ଵ = ݁గ௜ ଶൗ = cos గ

ଶ
+ ݅ sin గ

ଶ
 = 0 + 1݅ = 1݅ 

                ߱ଷ = ݁ଷగ௜ ଶൗ = cos ଷగ
ଶ

+ ݅ sin ଷగ
ଶ

 = 0 − 1݅ = −1݅ 
Jadi, ܽଶ߱ଵ + ܽସ߱ଷ = 1(1݅) − 1(1݅) = 0 
2) Untuk ߣଶ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)ଶ௡

௝ୀଶ = ܽଶ߱ଶ + ܽଷ߱ସ + ܽସ߱଺ = ܽଶ߱ଶ + ܽସ߱଺ 

Karena ߱ = ݁ଶగ௜ ௡ൗ = ݁ଶగ௜ ସൗ = ݁గ௜ ଶൗ  
Maka:  ߱ଶ = ݁గ௜ = cosߨ + ݅ sin ߨ = −1 + 0 = −1 
            ߱଺ = ݁ଷగ௜ = cos ߨ3 + ݅ sin = ߨ3 −1 + 0 = −1 
Jadi, ܽଶ߱ଶ + ܽସ߱଺ = 1(−1) + 1(−1) = −2 
3) Untuk ߣଷ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)ଷ௡

௝ୀଶ = ܽଶ߱ଷ + ܽଷ߱଺ + ܽସ   = ܽଶ߱ଷ + ܽସ߱ଽ 

Karena ߱ = ݁ଶగ௜ ௡ൗ = ݁ଶగ௜ ସൗ = ݁గ௜ ଶൗ  

Maka:   ߱ଷ = ݁ଷగ௜ ଶൗ = cos ଷగ
ଶ

+ ݅ sin ଷగ
ଶ

 = 0 − 1݅ = −1݅ 

            ߱ଽ = ݁ଽగ௜ ଶൗ = cos ଽగ
ଶ

+ ݅ sin ଽగ
ଶ

 = 0 + 1݅ = 1݅ 
Jadi, ܽଶ߱ଷ + ܽସ߱ଽ = 1(−1݅) + 1(1݅) = 0 
4) Untuk ߣସ = ∑ ௝ܽ߱(௝ିଵ)ସ௡

௝ୀଶ = ܽଶ߱ସ + ܽଷ଼߱ + ܽସ߱ଵଶ   = ܽଶ߱ସ + ܽସ߱ଵଶ 

Karena ߱ = ݁ଶగ௜ ௡ൗ = ݁ଶగ௜ ସൗ = ݁గ௜ ଶൗ  
Maka: ߱ସ = ݁ଶగ௜ = cos ߨ2 + ݅ sin = ߨ2 1 + 0 = 1 

 ଶݒ ଵݒ

 ଶܪ
 ଷݒ ସݒ

 ଶݒ ଵݒ

 ଶܪ
 ଷݒ ସݒ
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          ߱ଵଶ = ݁଺గ௜ = cos ߨ6 + ݅ sin = ߨ6 1 + 0 = 1 
Jadi, ߣସ = ܽଶ߱ସ + ܽସ߱ଵଶ = 1(1) + 1(1) = 2 
Sehingga diperoleh nilai-nilai eigen dari ܪଶ adalah ߣଵ = ଷߣ = 0, ଶߣ = −2  dan ߣସ = 2. 
C. Spektrum Graf Hyperoctahedral 
Berdasarkan bagian A diperoleh polynomial karakteristik dari graf hyperoctahedral sebagai 
berikut: 
1. graf ܪଶ = ସߣ − ଶߣ4 = ߣ)ଶߣ + ߣ)(2 − 2) = 0 

sehingga diperoleh nilai eigen ߣ = 0 dengan multiplisitas 2, ߣ = −2 dengan 
multiplisitas 1 dan ߣ = 2 dengan multiplisitas 1. 

 Maka; ߪ(ܪଶ) = ቀ2 0 −2
1 2 1 ቁ 

2. graf ܪଷ = ଺ߣ − ସߣ12 − ଷߣ16 = ߣ)ଷߣ + 2)ଶ(ߣ − 4) = 0 
sehingga diperoleh nilai eigen ߣ = 0 dengan multiplisitas 3, ߣ = −2 dengan 
multiplisitas 2 dan ߣ = 4 dengan multiplisitas 1.  

Maka; ߪ(ܪଷ) = ቀ4 0 −2
1 3 2 ቁ 

3. graf ܪସ = ଼ߣ − ଺ߣ24 − ହߣ64 − ସߣ48 = ߣ)ସߣ + 2)ଷ(ߣ − 6) = 0 
sehingga diperoleh nilai eigen ߣ = 0 dengan multiplisitas 4, ߣ = −2 dengan 
multiplisitas 3 dan ߣ = 6 dengan multiplisitas 1.  

Maka; ߪ(ܪସ) = ቀ6 0 −2
1 4 3 ቁ 

4. graf ܪହ = ଵ଴ߣ − ଼ߣ40 − ଻ߣ160 − ଺ߣ240 − ହߣ128 = ߣ)ହߣ + 2)ସ(ߣ − 8) = 0 
Sehingga diperoleh nilai eigen ߣ = 0 dengan multiplisitas 5, ߣ = −2 dengan 
multiplisitas 4 dan ߣ = 8 dengan multiplisitas 1.  

Maka; ߪ(ܪହ) = ቀ8 0 −2
1 5 4 ቁ 

Berdasarkan bagian B diperoleh nilai eigen sebagai berikut; 
1. graf ܪଶ 

ଵߣ = ଷߣ = ଶߣ  ;0 = ସߣ ;2− = 2, maka; ߪ(ܪଶ) = ቀ2 0 −2
1 2 1 ቁ 

2. graf ܪଷ 

ଵߣ = ଷߣ = ହߣ = ଶߣ ;0 = ସߣ = ଺ߣ ;2− = 4, maka; ߪ(ܪଷ) = ቀ4 0 −2
1 3 2 ቁ 

3. graf ܪସ 

ଵߣ = ଷߣ = ହߣ = ଻ߣ = ଶߣ  ;0 = ସߣ = ଺ߣ = ଼ߣ ;2− = 6, maka; ߪ(ܪସ) = ቀ6 0 −2
1 4 3 ቁ 

4. graf ܪହ 
ଵߣ = ଷߣ = ହߣ = ଻ߣ = ଽߣ = ଶߣ  ;0 = ସߣ = ଺ߣ = ଼ߣ = ଵ଴ߣ ;2− = 8,  

maka; ߪ(ܪହ) = ቀ8 0 −2
1 5 4 ቁ 

 
Berdasarkan hasil yang diperoleh baik 

menggunakan persamaan karakteristik 
maupun matriks sirkulan dapat disimpulkan 

spektrum pada graf hyperoctahedral (ܪ௡) 
mempunyai rumus umum, yaitu; 
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(௡ܪ)ߪ = ቀ2(݊ − 1) 0 −2
1 ݊ ݊ − 1

ቁ 

D. Spektrum Graf Hyperoctahedral 
dengan Menggunakan Program 
Komputer  Visual Basic 6.0 
Spektrum dari graf ܪଶ, ܪଷ, ܪସ dan ܪହ 

dapat diperoleh langsung dengan 
menggunakan program komputer visual 
basic 6.0. Adapun algoritma dari program 
tersebut adalah: 1) Buka program Visual 
Basic 6.0; 2) Tampilkan file program yang 
telah dibuat; 3) Running program tersebut; 
4) Input data matriks seperti Gambar 3, 
Gambar 4 dan Gambar 5 sehingga 

diperoleh bentuk spektrum dari graf 
hyperoctahedral. 

Tampilan awal membentuk suatu graf 
lengkap (ܭ௡) kemudian akan dibentuk 
suatu graf hyperoctahedral (ܪ௡) dan 
diproses, jika graf tersebut merupakan graf 
sirkulan atau membentuk matriks sirkulan 
maka akan diperoleh spektrum dari graf 
hyperoctahedral. 
Contoh 2. Untuk graf ܪଶ 
Output untuk tampilan awalnya sebagai 
berikut;

 
Gambar 3. Output Graf ܭସ 

 
Gambar 4. Output Graf ܪଶ 
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Gambar 5.  Output Graf ܪଶ 

Graf ܪଶ pada Gambar 3 akan dibentuk dengan menghapus ݊ garis yang saling disjoin 
dari graf ܭସ. Output pada gambar 4 bukan matriks sirkulan sehingga tidak memberikan 
nilai spektrum dari graf ܪଶ. Untuk itu ulangi hingga membentuk suatu graf sirkulan. 
Gambar 5 menunjukkan Graf ܪଶ yang juga merupakan graf sirkulan sehingga diperoleh 
spektrum dari graf tersebut. 
 
KESIMPULAN 

Kesimpulan dari hasil penelitian seperti 
yang telah dijelaskan dalam paper ini dapat 
diuraikan sebagai berikut: 

1. Polynom karakteristik graf 
hyperoctahedral dengan persamaan 
karakteristik dengan mengubah graf  
-kedalam matriks ketetang (௡ܪ)
gannya. 

2. Nilai eigen graf hyperoctahedral 
diperoleh dengan mengubah graf 
-kedalam matriks ketetang (௡ܪ)
gannya dan harus membentuk 
matriks sirkulan. 

3. Hasil spektrum graf 
hyperoctahedral (ܪ௡) dengan 
menggunakan persamaan karakte-
ristik, matriks sirkulan dan software 
Visual Basic 6.0 adalah: 

(௡ܪ)ߪ = ቀ2(݊ − 1) 0 −2
1 ݊ ݊ − 1

ቁ 
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