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ABSTRAK 

Misalkan G adalah graf sederhana dan terbatas. Pewarnaan pelangi dan pewarnaan total 
pelangi c didefinisikan c : G → {1,2,. . . , k} dengan k merupakan minimal warna pada 
graf G. Bilangan terhubung pelangi(rc) merupakan penentuan pola dengan memberikan 
warna yang berbeda pada sisi(E(G)) saling terhubung sehingga terbentuk lintasan pelangi. 
Bilangan terhubung total pelangi(trc) merupakan penentuan pola dengan memberikan 
warna pada titik(V(G)) dan sisi(E(G)) pada graf G sehingga terbentuk lintasan total 
pelangi. Artikel ini membahas tentang bilangan terhubung pelangi(rc) dan bilangan 
terhubung total pelangi(trc) pada graf hasil operasi korona graf buku(Bn) dan graf 
pensil(Pcm). Hasil yang diperoleh rc(Bn ⨀ Pcm) = 2n+3 dan trc(Bn ⨀ Pcm) = 4n+5, 3 ≤ n 
≤ 5. 

Kata kunci: Bilangan Terhubung Total Pelangi, Bilangan Terhubung Pelangi, Operasi  
        Korona, Graf Buku, Graf Pensil. 

ABSTRACT 

Let G be a simple and finite graph. Rainbow connection and total rainbow connection c 
are set c : G → {1,2,. . . , k} where k is the minimal color on graph G. A rainbow 
connection number(rc) is a pattern by giving different colors to the connection edges 
(E(G)) so that a rainbow path is formed. The total rainbow connection number (trc) is a 
payment pattern by giving color to vertices (V(G)) and edges (E(G)) in graph G so that a 
total rainbow path is formed. This article discusses rainbow connection numbers (rc) and 
total rainbow connection numbers (trc) in the corona graph of book graph (Bn) and pencil 
graph (Pcm). The results obtained are rc(Bn ⨀ Pcm) = 2n+3 and trc(Bn ⨀ Pcm) = 4n+5, 
3 ≤ n ≤ 5. 
Keywords: Total Rainbow Connection Number, Rainbow Connection Number, Corona  
       Operation, Book Graph, Pencil Graph. 
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PENDAHULUAN  

Setiap permasalahan yang muncul dalam kehidupan sehari-hari harus diselesaikan 
dengan solusi terbaik. Beberapa permasalahan yang ada biasanya melibatkan berbagai 
faktor kehidupan yang beragam. Oleh karena itu, bidang matematika yang merupakan 
salah satu perkembangan dari ilmu pengetahuan sangat dibutuhkan (Marcellina dkk., 
2022). Ilmu matematika dapat diaplikasikan sebagai solusi pada permasalahan-
permasalahan yang ada, salah satunya adalah teori graf (Munir, 2010). 

Teori graf awal mula diterapkan tahun 1736. Saat itu, muncul suatu permasalahan 
bagaimana jika seseorang ingin melewati semua jembatan dengan syarat tidak bisa 
melewati jembatan yang telah dilewati sebelumnya. Selanjutnya permasalahan tersebut 
menimbulkan ketertarikan bagi Euler untuk mengatasi hal tersebut dengan menggunakan 
model yang dimuat dalam graf. Topik yang sering dimuat dalam teori graf salah satunya 
yaitu pelabelan graf. Pelabelan graf direpresentasikan oleh titik dan sisi beserta himpunan 
anggota bilangan asli yang disebut label. Terdapat tiga jenis pelabelan pada sebuah graf 
(G) diantaranya pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total (Imelda & Martini, 
2022). 

Pelabelan graf memiliki suatu kasus khusus yaitu pewarnaan graf. Pemberian warna 
pada suatu elemen yang berdekatan memiliki warna yang berbeda disebut pewarnaan graf. 
Pewarnaan graf terdiri atas tiga jenis pewarnaan, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring), 
pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (Marcellina et al., 2022). 
Pewarnaan titik yaitu memberikan warna pada titik, pewarnaan sisi yaitu memberikan 
warna pada sisi, pewarnaan wilayah yaitu memberikan warna pada area suatu wilayah 
(Azmil & Budayasa, 2022). Pewarnaan graf juga mengalami perkembangan menjadi 
pewarnaan pelangi. Pemberian warna untuk setiap elemen yang ada dengan warna yang 
berbeda dan saling terhubung dan terdapat lintasan pelangi disebut pewarnaan pelangi. 
Pewarnaan pelangi terbagi menjadi tiga jenis pewarnaan yaitu pewarnaan titik pelangi, 
pewarnaan sisi pelangi, dan pewarnaan total pelangi (Rahmawati et al., 2020). Pewarnaan 
titik pelangi yaitu dimana setiap titik satu dan titik lainnya yang saling terhubung ditandai 
dengan warna yang berbeda. Pewarnaan sisi pelangi yaitu memberikan warna pada sisi, 
dimana setiap dua sisi yang saling terhubung memperoleh warna yang berbeda. Pewarnaan 
total pelangi adalah memberikan warna secara total pada himpunan graf sehingga 
membentuk lintasan pelangi. 

Teori graf juga memiliki beberapa operasi graf salah satunya operasi korona. Operasi 
korona merupakan gabungan dari dua graf dengan membuat duplikat 𝐺 sebanyak titik 
yang ada pada graf 𝐺  dan menghubungkan semua titik dari salah satu duplikat graf 𝐺  
pada satu titik yang ada pada graf 𝐺  (Harsya et al., 2014). Beberapa penelitian tentang 
operasi korona telah dilakukan sebelumnya oleh Lihawa (Lihawa et al., 2022) yang 
meneliti tentang operasi korona pada graf prisma dan graf lintasan, dan penelitan lainnya 
dilakukan oleh humulungo yang meneliti tentang operasi korona pada graf anti prisma dan 
graf lengkap (Humolungo et al., 2022). 

Bilangan terhubung pelangi Merupakan salah satu topic yang sering dikaji dalam 
penelitian tentang teori graf. Bilangan terhubung sisi pelangi merupakan penentuan pola 
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pada sisi dengan menggunakan minimum k warna pada setiap lintasan graf G sehingga 
terbentuk lintasan Pelangi (Chartrand et al., 2008). Penelitian sebelumnya tentang bilangan 
terhubung pelangi diantaranya penelitian yang dilakukan oleh humulungo yaitu tentang 
penentuan bilangan terhubung pelangi dengan menggunakan salah satu operasi graf 
(Humolungo et al., 2022) dan penelitian oleh Doan yang mengkaji tentang bilangan 
terhubung pelangi (Doan & Schiermeyer, 2021). 

Bilangan terhubung pelangi juga mengalami perkembangan yaitu bilangan terhubung 
total Pelangi. Bilangan terhubung total pelangi merupakan penentuan pola pada titik dan 
sisi dengan menggunakan minimum 𝑘  warna pada setiap lintasan graf G sehingga 
terbentuk lintasan pelangi total (Liu et al., 2014). Bilangan terhubung total pelangi 
diperkenalkan oleh ucizawa dkk pada tahun 2014. Penelitian tentang bilangan terhubung 
total pelangi telah dikaji sebelumnya oleh beberapa peneliti diantaranya Arbaik pada tahun 
(Arbain, 2018), Rahmawati pada tahun 2020 (Rahmawati et al., 2020), dan Sigar pada 
tahun 2020 (Sigar et al., 2020). 

Tahapan penelitian kali ini dilakukan dengan menggunakan operasi korona dari 
sembarang dua graf 𝐺  dan graf 𝐺 , diantaranya graf buku (𝐵 ) (Gallian, 2021) dan graf 
pensil (𝑃𝑐 ) (Simamora & Salman, 2015). Selanjutnya akan ditentukan suatu pewarnaan 
pelangi dari hasil operasi corona graf buku (𝐵 ) dan graf pensil (𝑃𝑐 ). Tujuan dari 
penelitian kali ini adalah menentukan bilangan terhubung total pelangi dari hasil operasi 
korona graf buku (𝐵 ) dan graf pensil (𝑃𝑐 ), sehingga akan didapatkan teorema terkait 
bilangan terhubung total pelangi hasil operasi korona buku (𝐵 ) dan graf pensil (𝑃𝑐 ). 
Pada penelitian kali ini diharapkan dapat memperoleh hasil tentang pola terhubung total 
pelangi sekaligus sebagai bahan acuan atau kontribusi dalam penelitian selanjutnya 
mengenai bidang yang sama. 

METODE 

Metode yang dipakai diantaranya studi literature (library research), Pengkajian pada 
buku, jurnal, textbook dan artikel ilmiah mengenai bilangan terhubung total pelangi 
dengan tujuan memperoleh informasi dan metode yang akan digunakan dalam pembahasan 
masalah ini. Tahapan yang akan dilakukan pada penelitian kali ini yaitu : 
1. Membuat pendefinisian sehingga diperoleh gambar hasil operasi graf buku(𝐵 ) dan 

graf pensil(𝑃𝑐 ). 
2. Menentukan pola bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung total pelangi 

sehingga memperoleh teorema baru. 
3. Membuktikan teorema bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung total 

pelangi berdasarkan gambar pada tahap pertama. 
4. Merumuskan kesimpulan. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 

1. Graf Hasil Operasi Korona Graf Buku(𝐵 ) dan Graf Pensil(𝑃𝑐 ) 
Misalkan 𝑛 dan 𝑚 merupakan bilangan bulat dengan 3 ≤ 𝑛 ≤ 5 dan 𝑚 = 2. Misalkan 
graf 𝐺  merupakan graf hasil operasi korona graf buku(𝐵 ) dan graf pensil(𝑃𝑐 ) . 
Maka titik(𝑉(𝐺)) dan sisi(𝐸(𝐺)) didefinisikan : 
 
 𝑉(𝐺) = {𝑣 |𝑖 ∈ [1, 𝑛 + 1]} ∪ {𝑢 |𝑖 ∈ [1, 𝑛 + 1]} ∪ 

  𝑣 , 𝑖 ∈ [1, 𝑛 + 1], 𝑗 ∈ [1,6] ∪ {𝑢 , |𝑖 ∈ [1, 𝑛 + 1], 𝑗 ∈ [1,6]}  

 𝐸(𝐺) =  {𝑣 𝑢  |𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1]} ∪ 𝑣 𝑣  𝑖 =  1, 𝑗 ∈  [2, 𝑛 +  1] ∪ 

  𝑣 𝑣 ,  𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1], 𝑗 ∈  [1, 6] ∪ 𝑢 𝑢  𝑖 =  1, 𝑗 ∈  [2, 𝑛 +  1] ∪ 

  𝑢 𝑢 ,  𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1], 𝑗 ∈  [1, 6] ∪ 

 𝑣 , 𝑣 , 𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1], 𝑗 ∈  [1, 5], 𝑘 =  𝑗 +  1 ∪ 

 𝑣 , 𝑣 , , 𝑣 , 𝑣 , , 𝑣 , 𝑣 , , 𝑣 , 𝑣 , 𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1] ∪ 

  𝑢 , 𝑢 , 𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1], 𝑗 ∈  [1, 5], 𝑘 =  𝑗 +  1 ∪ 

  𝑢 , 𝑢 , , 𝑢 , 𝑢 , , 𝑢 , 𝑢 , , 𝑢 , 𝑢 , 𝑖 ∈  [1, 𝑛 +  1] ∪ 

 
2. Bilangan Terhubung Pelangi 

Teorema 1. Jika 𝑛 merupakan bilangan bulat dengan 3 ≤ 𝑛 ≤ 5 dan 𝐺 ≅ (𝐵 ⨀𝑃𝑐 ), 
maka 

𝑟𝑐(𝐺) = 2𝑛 + 3 
 

Bukti. Berdasarkan teorema (Chartrand et al., 2008) diketahui bahwa rc(G) ≥ 
diam(G). Apabila 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) cukup ditunjukkan terdapat lintasan pelangi dengan 
pewarnaan 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,2, … , 𝑟𝑐(𝐺)}. Sedangkan jika 𝑟𝑐(𝐺) > 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) perlu dibuktikan 
dengan kontradiksi. Oleh karena itu untuk membuktikan teorema 1 perlu dibuktikan 
dengan kontradiksi karena 𝑟𝑐(𝐺) > 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺). 

Kasus 1. 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 5, 𝑛 = 3 
Diketahui 𝑟𝑐(𝐺) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa 𝑟𝑐 ≥

2𝑛 + 3 . Andaikan 𝑟𝑐 ≤ 2𝑛 + 2  maka terdapat 𝑐  yang merupakan suatu pewarnaan sisi 
pelangi 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,2, … ,2𝑛 + 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan 
pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 4   𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 4   𝑖 ∈ [1,4] 
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𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,8      𝑖 ∈ [1,4] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian 

jika diberi warna 3, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi 

warna 4, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka 

pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan 

𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2𝑛 + 2 warna maka pengandaian salah, 
haruslah 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 4   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 4   𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 9       𝑖 ∈ [1,4] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 1. 

 

 

Gambar 1. Pewarnaan Pelangi 𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 1 hasil operasi korona dari kedua graf 
dan didapatkan bahwa 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 9, maka 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 2𝑛 + 3 terbukti. 

Kasus 2. 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 5, 𝑛 = 4 
Diketahui 𝑟𝑐(𝐺) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa 𝑟𝑐 ≥

2𝑛 + 3 . Andaikan 𝑟𝑐 ≤ 2𝑛 + 2  maka terdapat 𝑐  yang merupakan suatu pewarnaan sisi 
pelangi 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,2, … ,2𝑛 + 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan 
pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖       𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,10      𝑖 ∈ [1,5] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1, maka pada lintasan 𝑣 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan 𝑣 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian 

jika diberi warna 3, maka pada lintasan 𝑣 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi 

warna 4, maka 𝑣 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka pada 

lintasan 𝑣 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan 

𝑢 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan 𝑢 ,  − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan 𝑢 ,  −  𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 9, maka pada lintasan 𝑢 ,  −  𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Kemudian jika diberi warna 10, maka pada lintasan 𝑢 ,  − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2𝑛 + 2 warna maka pengandaian salah, 
haruslah 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 5   𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,5] 
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𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖       𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 11       𝑖 ∈ [1,5] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 2. 

 

 

Gambar 2. Pewarnaan Pelangi 𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 

Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 2 hasil operasi korona dari kedua graf dan 
didapatkan bahwa 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 11, maka 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 2𝑛 + 3 terbukti. 

Kasus 3. 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) = 5, 𝑛 = 5 
Diketahui 𝑟𝑐(𝐺) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa 𝑟𝑐 ≥

2𝑛 + 3 . Andaikan 𝑟𝑐 ≤ 2𝑛 + 2  maka terdapat 𝑐  yang merupakan suatu pewarnaan sisi 
pelangi 𝑐: 𝐸(𝐺) → {1,2, … ,2𝑛 + 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan 
pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖       𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,12      𝑖 ∈ [1,6] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian 
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jika diberi warna 3, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi 

warna 4, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka 

pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan 

𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Kemudian jika diberi warna 9, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian 

jika diberi warna 10, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi 

warna 11, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 12, 

maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. 

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2𝑛 + 2 warna maka pengandaian salah, 
haruslah 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa 𝑟𝑐(𝐺) ≥ 2𝑛 + 3  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖       𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 6   𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖   𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖       𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 13       𝑖 ∈ [1,6] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 3. 

 

 

Gambar 3. Pewarnaan Pelangi 𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 3 hasil operasi korona dari kedua graf dan 
didapatkan bahwa 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 13, maka 𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 2𝑛 + 3 terbukti. 

3. Bilangan Terhubung Total Pelangi 
Teorema 2. Jika n merupakan bilangan bulat dengan 3 ≤ 𝑛 ≤ 5  dan 𝐺 ≅ 
(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ), maka 

𝑡𝑟𝑐(𝐺) = 4𝑛 + 5 
Bukti. Berdasarkan teorema (Liu et al., 2014) diketahui bahwa 𝑡𝑟𝑐 ≥ 2𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) − 1. 

Apabila 𝑡𝑟𝑐 ≥ 2𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) − 1  cukup ditunjukkan terdapat lintasan pelangi dengan 
pewarnaan 𝑐: 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺) → {1,2, … , 𝑡𝑟𝑐(𝐺)} . Sedangkan jika 𝑡𝑟𝑐 > 2𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) − 1 
perlu dibuktikan dengan kontradiksi. Oleh karena itu untuk membuktikan teorema 2 perlu 
dibuktikan dengan kontradiksi karena 𝑡𝑟𝑐 > 2𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) − 1. 

Kasus 1. diam(G) = 5, n = 3 
Diketahui 𝑡rc(G) > 9 , Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa  

𝑡𝑟𝑐(𝐺) = 4𝑛 + 5 . Andaikan 𝑡𝑟𝑐(𝐺) ≤ 4𝑛 + 4  maka terdapat c  yang merupakan suatu 
pewarnaan total pelangi c ∶ 𝑉(𝐺) ∪ E(G) → {1,2, … ,4n + 4} . Tanpa mengurangi 
keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 8      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 8      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,16      𝑖 ∈ [1,4] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1 atau warna 9, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 10, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 11, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 12, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 13, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 14, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 15, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 16, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  tidak 

pelangi.  
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Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah, 
haruslah trc(G) ≥ 4n + 5 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) ≥ 4n + 5  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 4      𝑖 ∈ [1,4] 

 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 8      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 8      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 8   𝑖 ∈ [1,4] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 ∈ [2,4] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 17       𝑖 ∈ [1,4] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 4. 

 
 

 

Gambar 4. Pewarnaan Total Pelangi 𝑡𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 

Ilustrasi gambar 4 merupakan hasil pendefinisan dari pewarnaan total pelangi dan 
berikut uraian dari kondisi dan lintasan pelangi yang disajikan pada tabel 1. 
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Tabel 1. Lintasan Total Pelangi Graf (𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 

No x y Kondisi Lintasan Pelangi 

1 𝑣 ,  𝑢 ,  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 = 3, 𝑗 = {2,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 = 4, 𝑗 = {2,3}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [2,4], 𝑗 = 1, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 ,  

2 𝑣 ,  𝑣 ,  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑣 , 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4, 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑣 , 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑣 , 𝑣 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑙 = {3,5} 𝑣 , 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 4, 𝑙 = {2,6} 𝑣 , 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = {2,3}, 𝑙 = 𝑘 + 3 𝑣 , 𝑣 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑙 = {2,4,6} 𝑣 , 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 2, 𝑙 = {3,6} 𝑣 , 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 3, 𝑙 = 5 𝑣 , 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 4, 𝑙 = {3,5} 𝑣 , 𝑣 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 5, 𝑙 = 6 𝑣 , 𝑣 ,  

3 𝑢 ,  𝑢 ,  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4, 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6], 𝑙 = 𝑘 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑙 = {3,5} 𝑢 , 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 4, 𝑙 = {2,6} 𝑢 , 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = {2,3}, 𝑙 = 𝑘 + 3 𝑢 , 𝑢 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 1, 𝑙 = {2,4,6} 𝑢 , 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 2, 𝑙 = {3,6} 𝑢 , 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 3, 𝑙 = 5 𝑢 , 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 4, 𝑙 = {3,5} 𝑢 , 𝑢 ,  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 = 5, 𝑙 = 6 𝑢 , 𝑢 ,  

4 𝑣 ,  𝑣  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑣  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣  

5 𝑢 ,  𝑢  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑢  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢  

6 𝑣 ,  𝑢  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 3, 𝑗 = {2,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 4, 𝑗 = {2,3}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢  
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No x y Kondisi Lintasan Pelangi 

   𝑖 ∈ [2,4], 𝑗 = 1, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢 𝑢  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑣 , 𝑣 𝑢  

7 𝑢 ,  𝑣  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 3, 𝑗 = {2,4}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 4, 𝑗 = {2,3}, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4], 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣 𝑣  
   𝑖 ∈ [2,4], 𝑗 = 1, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣 𝑣  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖, 𝑘 ∈ [1,6] 𝑢 , 𝑢 𝑣  

8 𝑣  𝑣  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4} 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4 𝑣 𝑣 𝑣 𝑣  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4] 𝑣 𝑣 𝑣  

9 𝑢  𝑢  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4} 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 3, 𝑗 = 4 𝑢 , 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4] 𝑢 𝑢  

10 𝑣  𝑢  𝑖 = 2, 𝑗 = {3,4} 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 3, 𝑗 = {2,4} 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 4, 𝑗 = {2,3} 𝑣 𝑢 𝑢 𝑢  
   𝑖 = 1, 𝑗 ∈ [2,4] 𝑣 𝑢 𝑢  
   𝑖 ∈ [2,4], 𝑗 = 1 𝑣 𝑢 𝑢  
   𝑖 ∈ [1,4], 𝑗 = 𝑖 𝑣 𝑢  

 
Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 4 dan tabel 1 hasil operasi korona dari 

kedua graf dan didapatkan bahwa 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 17 , maka 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 4𝑛 + 5 
terbukti. 

Kasus 2. diam(G) = 5, n = 4 
Diketahui 𝑡rc(G) > 9 , Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa  

𝑡𝑟𝑐(𝐺) = 4𝑛 + 5 . Andaikan 𝑡𝑟𝑐(𝐺) ≤ 4𝑛 + 4  maka terdapat c  yang merupakan suatu 
pewarnaan total pelangi c ∶ 𝑉(𝐺) ∪ E(G) → {1,2, … ,4n + 4} . Tanpa mengurangi 
keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 10      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 10      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 
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𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 15      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 15      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,20      𝑖 ∈ [1,5] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1 atau warna 11, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 12, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 13, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 14, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 15, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 16, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 17, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 18, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 9 atau warna 19, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 10 atau warna 20, maka pada lintasan 𝑢 , −

𝑣 𝑢  tidak pelangi.   
Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah, 

haruslah trc(G) ≥ 4n + 5 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) ≥ 4n + 5  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 5      𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 10      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 10      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 15  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 10  𝑖 ∈ [1,5] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 15      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 15      𝑖 ∈ [1,5], 𝑗 ∈ [2,5] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 21       𝑖 ∈ [1,5] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 5. 
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Gambar 4. Pewarnaan Total Pelangi 𝑡𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 

Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 4 hasil operasi korona dari kedua graf 
dan didapatkan bahwa 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 21, maka 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 4𝑛 + 5 terbukti. 

Kasus 3. diam(G) = 5, n = 3 
Diketahui 𝑡rc(G) > 9 , Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa  

𝑡𝑟𝑐(𝐺) = 4𝑛 + 5 . Andaikan 𝑡𝑟𝑐(𝐺) ≤ 4𝑛 + 4  maka terdapat c  yang merupakan suatu 
pewarnaan total pelangi c ∶ 𝑉(𝐺) ∪ E(G) → {1,2, … ,4n + 4} . Tanpa mengurangi 
keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12 𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 18      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 18      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 1,2, … ,24      𝑖 ∈ [1,6] 
 

Perhatikan jika 𝑣 𝑢  diberi warna 1 atau warna 13, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 14, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 15, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 16, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 17, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 18, maka pada lintasan 𝑣 , − 𝑣 𝑢  
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tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 19, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 20, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 9 atau warna 21, maka pada lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 10 atau warna 22, maka pada lintasan 𝑢 , −

𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 11 atau warna 23, maka pada lintasan 
𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 12 atau warna 24, maka pada 

lintasan 𝑢 , − 𝑣 𝑢  tidak pelangi.  

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah, 
haruslah trc(G) ≥ 4n + 5 . Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) ≥ 4n + 5  dengan 
definisi pewarnaan sebagai berikut : 

 
𝑐 𝑣 , = 𝑐 𝑢 , = 1     𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖      𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐(𝑣 ) = 𝑖 + 6      𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 12  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑐 𝑣 , 𝑣 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑣 𝑣 , = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑣 𝑣 = 𝑖 + 12      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 

𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 18  𝑖 ∈ [1,6] 
𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑐 𝑢 , 𝑢 , = 𝑖 + 12 𝑖 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 , = 𝑖 + 18      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [1,6] 

𝑐 𝑢 𝑢 = 𝑖 + 18      𝑖 ∈ [1,6], 𝑗 ∈ [2,6] 
𝑐(𝑣 𝑢 ) = 25       𝑖 ∈ [1,6] 
 

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku( B ) dan graf pensil( Pc ) 
ditampilkan pada gambar 6. 

 

 

Gambar 6. Pewarnaan Total Pelangi 𝑡𝑟𝑐(𝐵  ⨀ 𝑃𝑐 ) 
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 6 hasil operasi korona dari kedua graf 
dan didapatkan bahwa 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 25, maka 𝑡𝑟𝑐(𝐵 ⨀𝑃𝑐 ) = 4𝑛 + 5 terbukti. 

KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh teorema dari graf hasil operasi 
korona graf buku(𝐵 ) dan graf pensil(𝑃𝑐 ) dengan 3 ≤ 𝑛 ≤ 5 dan 𝑚 = 2. 
1. Bilangan Terhubung Pelangi 

Jika 𝑛 merupakan bilangan bulat dengan 3 ≤  𝑛 ≤  5 dan 𝐺 ≅  (𝐵 ⨀𝑃𝑐 ), maka 
𝑟𝑐(𝐺) = 2𝑛 + 3 

2. Bilangan Terhubung Total Pelangi 
Jika 𝑛 merupakan bilangan bulat dengan 3 ≤  𝑛 ≤  5 dan 𝐺 ≅  (𝐵 ⨀𝑃𝑐 ), maka 

𝑡𝑟𝑐(𝐺) = 4𝑛 + 5 
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