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ABSTRAK

Misalkan G adalah graf sederhana dan terbatas. Pewarnaan pelangi dan pewarnaan total
pelangi ¢ didefinisikan ¢ : G — {1,2,. . ., k} dengan k merupakan minimal warna pada
graf G. Bilangan terhubung pelangi(rc) merupakan penentuan pola dengan memberikan
warna yang berbeda pada sisi(E(Q)) saling terhubung sehingga terbentuk lintasan pelangi.
Bilangan terhubung total pelangi(trc) merupakan penentuan pola dengan memberikan
warna pada titik(V(G)) dan sisi(E(G)) pada graf G sehingga terbentuk lintasan total
pelangi. Artikel ini membahas tentang bilangan terhubung pelangi(rc) dan bilangan
terhubung total pelangi(trc) pada graf hasil operasi korona graf buku(Bn) dan graf
pensil(Pcm). Hasil yang diperoleh re(Bn ® Pcm) = 2n+3 dan tre(Bn © Pcm) = 4n+5, 3 <n
<5.

Kata kunci: Bilangan Terhubung Total Pelangi, Bilangan Terhubung Pelangi, Operasi
Korona, Graf Buku, Graf Pensil.

ABSTRACT

Let G be a simple and finite graph. Rainbow connection and total rainbow connection c
are set ¢ . G — {1,2,. . ., k! where k is the minimal color on graph G. A rainbow
connection number(rc) is a pattern by giving different colors to the connection edges
(E(G)) so that a rainbow path is formed. The total rainbow connection number (trc) is a
payment pattern by giving color to vertices (V(G)) and edges (E(G)) in graph G so that a
total rainbow path is formed. This article discusses rainbow connection numbers (rc) and
total rainbow connection numbers (trc) in the corona graph of book graph (Bn) and pencil
graph (Pcm). The results obtained are rc(Bn & Pcm) = 2n+3 and trc(Bn @ Pcm) = 4n+35,
3<n<5.

Keywords: Total Rainbow Connection Number, Rainbow Connection Number, Corona
Operation, Book Graph, Pencil Graph.
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PENDAHULUAN

Setiap permasalahan yang muncul dalam kehidupan sehari-hari harus diselesaikan
dengan solusi terbaik. Beberapa permasalahan yang ada biasanya melibatkan berbagai
faktor kehidupan yang beragam. Oleh karena itu, bidang matematika yang merupakan
salah satu perkembangan dari ilmu pengetahuan sangat dibutuhkan (Marcellina dkk.,
2022). Ilmu matematika dapat diaplikasikan sebagai solusi pada permasalahan-
permasalahan yang ada, salah satunya adalah teori graf (Munir, 2010).

Teori graf awal mula diterapkan tahun 1736. Saat itu, muncul suatu permasalahan
bagaimana jika seseorang ingin melewati semua jembatan dengan syarat tidak bisa
melewati jembatan yang telah dilewati sebelumnya. Selanjutnya permasalahan tersebut
menimbulkan ketertarikan bagi Euler untuk mengatasi hal tersebut dengan menggunakan
model yang dimuat dalam graf. Topik yang sering dimuat dalam teori graf salah satunya
yaitu pelabelan graf. Pelabelan graf direpresentasikan oleh titik dan sisi beserta himpunan
anggota bilangan asli yang disebut label. Terdapat tiga jenis pelabelan pada sebuah graf
(G) diantaranya pelabelan titik, pelabelan sisi dan pelabelan total (Imelda & Martini,
2022).

Pelabelan graf memiliki suatu kasus khusus yaitu pewarnaan graf. Pemberian warna
pada suatu elemen yang berdekatan memiliki warna yang berbeda disebut pewarnaan graf.
Pewarnaan graf terdiri atas tiga jenis pewarnaan, yaitu pewarnaan titik (vertex coloring),
pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (Marcellina et al., 2022).
Pewarnaan titik yaitu memberikan warna pada titik, pewarnaan sisi yaitu memberikan
warna pada sisi, pewarnaan wilayah yaitu memberikan warna pada area suatu wilayah
(Azmil & Budayasa, 2022). Pewarnaan graf juga mengalami perkembangan menjadi
pewarnaan pelangi. Pemberian warna untuk setiap elemen yang ada dengan warna yang
berbeda dan saling terhubung dan terdapat lintasan pelangi disebut pewarnaan pelangi.
Pewarnaan pelangi terbagi menjadi tiga jenis pewarnaan yaitu pewarnaan titik pelangi,
pewarnaan sisi pelangi, dan pewarnaan total pelangi (Rahmawati et al., 2020). Pewarnaan
titik pelangi yaitu dimana setiap titik satu dan titik lainnya yang saling terhubung ditandai
dengan warna yang berbeda. Pewarnaan sisi pelangi yaitu memberikan warna pada sisi,
dimana setiap dua sisi yang saling terhubung memperoleh warna yang berbeda. Pewarnaan
total pelangi adalah memberikan warna secara total pada himpunan graf sehingga
membentuk lintasan pelangi.

Teori graf juga memiliki beberapa operasi graf salah satunya operasi korona. Operasi
korona merupakan gabungan dari dua graf dengan membuat duplikat G, sebanyak titik
yang ada pada graf G; dan menghubungkan semua titik dari salah satu duplikat graf G,
pada satu titik yang ada pada graf G; (Harsya et al., 2014). Beberapa penelitian tentang
operasi korona telah dilakukan sebelumnya oleh Lihawa (Lihawa et al., 2022) yang
meneliti tentang operasi korona pada graf prisma dan graf lintasan, dan penelitan lainnya
dilakukan oleh humulungo yang meneliti tentang operasi korona pada graf anti prisma dan
graf lengkap (Humolungo et al., 2022).

Bilangan terhubung pelangi Merupakan salah satu topic yang sering dikaji dalam
penelitian tentang teori graf. Bilangan terhubung sisi pelangi merupakan penentuan pola
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pada sisi dengan menggunakan minimum k warna pada setiap lintasan graf G sehingga
terbentuk lintasan Pelangi (Chartrand et al., 2008). Penelitian sebelumnya tentang bilangan
terhubung pelangi diantaranya penelitian yang dilakukan oleh humulungo yaitu tentang
penentuan bilangan terhubung pelangi dengan menggunakan salah satu operasi graf
(Humolungo et al., 2022) dan penelitian oleh Doan yang mengkaji tentang bilangan
terhubung pelangi (Doan & Schiermeyer, 2021).

Bilangan terhubung pelangi juga mengalami perkembangan yaitu bilangan terhubung
total Pelangi. Bilangan terhubung total pelangi merupakan penentuan pola pada titik dan
sisi dengan menggunakan minimum k warna pada setiap lintasan graf G sehingga
terbentuk lintasan pelangi total (Liu et al., 2014). Bilangan terhubung total pelangi
diperkenalkan oleh ucizawa dkk pada tahun 2014. Penelitian tentang bilangan terhubung
total pelangi telah dikaji sebelumnya oleh beberapa peneliti diantaranya Arbaik pada tahun
(Arbain, 2018), Rahmawati pada tahun 2020 (Rahmawati et al., 2020), dan Sigar pada
tahun 2020 (Sigar et al., 2020).

Tahapan penelitian kali ini dilakukan dengan menggunakan operasi korona dari
sembarang dua graf G; dan graf G,, diantaranya graf buku (B,) (Gallian, 2021) dan graf
pensil (Pc,,) (Simamora & Salman, 2015). Selanjutnya akan ditentukan suatu pewarnaan
pelangi dari hasil operasi corona graf buku (B,) dan graf pensil (Pc,,). Tujuan dari
penelitian kali ini adalah menentukan bilangan terhubung total pelangi dari hasil operasi
korona graf buku (B,,) dan graf pensil (Pc,,), sehingga akan didapatkan teorema terkait
bilangan terhubung total pelangi hasil operasi korona buku (B,) dan graf pensil (Pcy,).
Pada penelitian kali ini diharapkan dapat memperoleh hasil tentang pola terhubung total
pelangi sekaligus sebagai bahan acuan atau kontribusi dalam penelitian selanjutnya
mengenai bidang yang sama.

METODE

Metode yang dipakai diantaranya studi literature (library research), Pengkajian pada
buku, jurnal, textbook dan artikel ilmiah mengenai bilangan terhubung total pelangi
dengan tujuan memperoleh informasi dan metode yang akan digunakan dalam pembahasan
masalah ini. Tahapan yang akan dilakukan pada penelitian kali ini yaitu :

1. Membuat pendefinisian sehingga diperoleh gambar hasil operasi graf buku(B,) dan
graf pensil(Pc,,).

2. Menentukan pola bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung total pelangi
sehingga memperoleh teorema baru.

3. Membuktikan teorema bilangan terhubung pelangi dan bilangan terhubung total
pelangi berdasarkan gambar pada tahap pertama.

4. Merumuskan kesimpulan.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

1. Graf Hasil Operasi Korona Graf Buku(B,,) dan Graf Pensil(Pc,,)
Misalkan n dan m merupakan bilangan bulat dengan 3 < n < 5 dan m = 2. Misalkan

graf G merupakan graf hasil operasi korona graf buku(B,) dan graf pensil (Pc,,).
Maka titik(V (G)) dan sisi(E (G)) didefinisikan :

V(G ={nlie,n+1}u{ylie[1,n+1]}u
{vijli€[Ln+1]j € [L6]} U fuyli € [L,n+1],j € [L6]}
E@G) = (i li € [Ln + 1)U (v |i = 1j € [2,n + 1]}U
vivijli e [Ln +11j € [L6Ju {wuy i = 1,/ € [2,n + 1]}
{uw i € [Ln + 11,5 € [1,6]}u
{vivirli € L + 11,j € [1,5Lk = j + 1}uU
{Ui,617i,1.Vi,117i,4:Ui,zvi,6JUi,3vi,5|i €[Ln + 1]}U
{w jugili € [Ln + 11, € [L,5Lk = j + 1}uU

{u; 6Ui 1, i1 U a0 Ui 2 U6 Ui sUis|i € [L,n + 1]} U

2. Bilangan Terhubung Pelangi
Teorema 1. Jika n merupakan bilangan bulat dengan 3 < n < 5dan G = (B,®OPc;),
maka
rc(G) =2n+3

Bukti. Berdasarkan teorema (Chartrand et al., 2008) diketahui bahwa rc(G) >
diam(G). Apabila rc(G) = diam(G) cukup ditunjukkan terdapat lintasan pelangi dengan
pewarnaan c: E(G) - {1,2, ...,rc(G)}. Sedangkan jika rc(G) > diam(G) perlu dibuktikan
dengan kontradiksi. Oleh karena itu untuk membuktikan teorema 1 perlu dibuktikan
dengan kontradiksi karena rc(G) > diam(G).

Kasus 1. diam(G) = 5,n = 3

Diketahui rc(G) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rc¢ >
2n + 3. Andaikan rc < 2n + 2 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu pewarnaan sisi
pelangi c¢:E(G) - {1,2,...,2n+ 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan
pewarnaan sebagai berikut :

C(Vi,ﬂ?i,z) = c(vi,lvi,()) = c(vi,zvi,()) =i i €[1,4]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i i €[1,4]
c(vi,lvm) = c(vi,zvm) = c(vi,svi,()) =i+4 i €[1,4]
c(vivij) =i € [1,4],j € [1,6]
c(vivj)=i+4 i €[1,4],j €[24]
C(ui,lui,z) = c(uillui,()) = c(ui,zui,()) =i i €[1,4]
c(ui’gum) = c(ui_3ui_5) = c(umui_s) =i i €[1,4]
c(ui’lum) = c(ui_zui_3) = c(ui’sui_e) =i+4 i €[1,4]
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c(uguy;) =i i €[1,4],j €[1,6]
c(uw) =i+4 i € [1,4],] € [2,4]
c(viu;)) =1,2,...,8 i €[1,4]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1, maka pada lintasan v; ; — v;u; tidak pelangi.
Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian
jika diberi warna 3, maka pada lintasan v3; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi
warna 4, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka
pada lintasan u, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan
Uy, — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan uz; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan u, ; — v;u; tidak pelangi.

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2n + 2 warna maka pengandaian salah,
haruslah rc(G) = 2n + 3. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa rc(G) = 2n + 3 dengan
definisi pewarnaan sebagai berikut :

c(vi’lvi_z) = C(”i,ﬂh‘,e) = c(vi’zvi_e) =i i €[1,4]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i i €[1,4]
c(vi,lvm) = c(vi,zvis) = c(vi,svi,(,) =i+4 i €[1,4]
c(vivy;) =i € [14],/ € [1,6]
c(vivj)=i+4 i €[1,4],j €[24]
C(ui,lui,z) = c(uilluib) = c(ui,zuib) =i i €[1,4]
c(ui,3ui,4) = c(ui,3ul~,5) = c(ui,4ui,5) =i i €[1,4]
c(ui,lul-A) = c(uilzui,3) = c(ui,suib) =i+4 i €[1,4]
c(uu ;) =i € [1,4],j € [1,6]
c(uiuj)=i+4 i €[1,4],j €[24]
c(vju;)) =9 i €[1,4]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(B;) dan graf pensil(Pc,)
ditampilkan pada gambar 1.
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Gambar 1. Pewarnaan Pelangi rc(B; © Pc,)
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 1 hasil operasi korona dari kedua graf
dan didapatkan bahwa rc(B;®Pc;) = 9, maka rc(B,©OPc,,) = 2n + 3 terbukti.

Kasus 2. diam(G) =5,n =4

Diketahui r¢(G) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rc >
2n + 3. Andaikan r¢ < 2n + 2 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu pewarnaan sisi
pelangi c:E(G) —» {1,2,..,2n+ 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan
pewarnaan sebagai berikut :

c(vi’lvi_z) = C(”i,ﬂh‘,e) = c(vi’zvi_e) =i i €[1,5]
c(vi’gvi_ll) = C(vi’gvl"s) = c(vmvi_s) =i i €[1,5]
c(vi,lvm) = c(vi,zvm) = c(vi,svi,()) =i+5 i €[1,5]
c(vvyj) =i € [1,5],j € [1,6]
c(vivj)=i+5 i €[1,5],j €[2,5]
C(ui,lui,z) = c(uillui,()) = c(ui,zui,()) =i+5 i €[1,5]
c(ui,3ui,4) = c(ui,3ul~,5) = c(ui,4ul-,5) =i+5 i €[1,5]
c(ui,lul-A) = c(uilzui,3) = c(ui,sui,()) =i i €[1,5]
c(uiui,j) =i+5 € [1,5],j € [1,6]
c(uyj) =i i €[1,5],j €[25]
c(viu;) =1,2,..,10 i €[1,5]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1, maka pada lintasan v; ; — v;u; tidak pelangi.
Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian
jika diberi warna 3, maka pada lintasan v3,; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi
warna 4, maka v,; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka pada
lintasan vs; — wv;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan
u;; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan u, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan uz; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 9, maka pada lintasan u,,; — v;u; tidak pelangi.
Kemudian jika diberi warna 10, maka pada lintasan us; — v;u; tidak pelangi.

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2n + 2 warna maka pengandaian salah,
haruslah rc(G) = 2n + 3. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa rc(G) = 2n + 3 dengan
definisi pewarnaan sebagai berikut :

C(Vi,ﬂ?i,z) = c(vi,lvi,()) = c(vi,zvi,()) =i i €[1,5]
c(vi’gvi_ll) = C(vi’gvl"s) = c(vmvi_s) =i i €[1,5]
c(vi,lvm) = c(vi,zvm) = c(vi,svi,()) =i+5 i €[1,5]
c(vvyj) =i € [1,5],j € [1,6]
c(vivj)=i+5 i €[1,5],j €[2,5]
c(ui’lui,z) = c(ui_lui_e) = c(ui’zui_e) =i+5 i €[1,5]
c(ui,3ui,4) = c(ui,3ul~,5) = c(ui,4ul-,5) =i+5 i €[1,5]
c(ui,lul-A) = c(uilzui,3) = c(ui,sui,()) =i i €[1,5]
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C(uiui,j) =i+5 i € [1,5],] € [1,6]
c(uiuj) =1 i €[1,5],j €[25]
cviy) =11 i €[1,5]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(B,) dan graf pensil(Pc,)
ditampilkan pada gambar 2.

014

[ ] &
Vag Yg3 Us2 52 V53 Us 4

Gambar 2. Pewarnaan Pelangi rc(B, ® Pc,)

Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 2 hasil operasi korona dari kedua graf dan
didapatkan bahwa rc(B,®OPc;) = 11, maka rc(B,,®Pc,,) = 2n + 3 terbukti.

Kasus 3. diam(G) = 5,n =5

Diketahui r¢c(G) > 5, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa rc >
2n + 3. Andaikan r¢ < 2n + 2 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu pewarnaan sisi
pelangi c:E(G) = {1,2,..,2n+ 2} . Tanpa mengurangi keumuman, didefinisikan
pewarnaan sebagai berikut :

c(viaviz) = c(vi1vie) = c(Viavie) = i i €[1,6]
c(viavia) = c(visvis) = c(viavis) = i i €[1,6]
C(Ui,117i,4) = C(Ui,zvi,3) = C(”i,svi,e) =i+6 i €[1,6]
c(vivij) =i i €[1,6],j € [1,6]
c(viv))=i+6 i €[1,6],j € [2,6]
C(ui,lui,z) = c(ui_lui_e) = C(ui,zui,e) =i+6 i €[1,6]
c(uilgum) = c(ui_3ui_5) = c(umui_s) =i+6 i €[1,6]
c(ugrua) = c(uauys) = c(usuge) = i i €[1,6]
c(wjugj)=i+6 i €[1,6],j €[1,6]
c(uyj) =i i €[1,6],j € [2,6]
c(viwy) =1,2,..,12 i €[1,6]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi.
Kemudian jika diberi warna 2, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian
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jika diberi warna 3, maka pada lintasan v3; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi
warna 4, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5, maka
pada lintasan vs ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6, maka pada lintasan
Ve,1 — V;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7, maka pada lintasan u; 1 — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8, maka pada lintasan u, ; — v;u; tidak pelangi.
Kemudian jika diberi warna 9, maka pada lintasan us; — v;u; tidak pelangi. Kemudian
jika diberi warna 10, maka pada lintasan u,; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi
warna 11, maka pada lintasan u, ; — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 12,
maka pada lintasan ug ; — v;u; tidak pelangi.

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 2n + 2 warna maka pengandaian salah,
haruslah rc(G) = 2n + 3. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa rc(G) = 2n + 3 dengan
definisi pewarnaan sebagai berikut :

C(”i,ﬂh‘,z) = C(”i,ﬂh‘,e) = C(Ui,zvi,e) =i i €[1,6]
C(vilgviA_) = C(vilgvi's) = c(vmvi_s) =i i €[1,6]
c(vi,lvm) = c(vi,zvis) = c(vi,svi,(,) =i+6 i €[1,6]
c(vvyj) =i € [1,6],j € [1,6]
c(viv))=i+6 i €[16],)€[24]
C(ui,lui,z) = c(uillui,(,) = c(ui,zui,(,) =i+6 i €[1,6]
c(ui,3ul-,4) = c(ui,3ul~,5) = c(ui,4ui,5) =i+6 i €[1,6]
c(ugrua) = c(uauys) = c(usuge) = i i €[1,6]
c(uguy;) =i+6 € [1,6],j € [1,6]
c(wuy) =i i €[16])€[26]
c(vju;) =13 i €[1,6]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(B,) dan graf pensil( Pc;)
ditampilkan pada gambar 3.

Gambar 3. Pewarnaan Pelangi rc(Bs O Pcy)
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 3 hasil operasi korona dari kedua graf dan
didapatkan bahwa rc(Bs®Pc,) = 13, maka rc(B,©OPc,,) = 2n + 3 terbukti.
3. Bilangan Terhubung Total Pelangi
Teorema 2. Jika n merupakan bilangan bulat dengan 3 <n <5 dan G =
(B,®Pc,), maka
trc(G) =4n+5
Bukti. Berdasarkan teorema (Liu et al., 2014) diketahui bahwa trc = 2diam(G) — 1.
Apabila trc = 2diam(G) —1 cukup ditunjukkan terdapat lintasan pelangi dengan
pewarnaan c:V(G) UE(G) - {1,2,...,trc(G)} . Sedangkan jika trc > 2diam(G) —1
perlu dibuktikan dengan kontradiksi. Oleh karena itu untuk membuktikan teorema 2 perlu
dibuktikan dengan kontradiksi karena trc > 2diam(G) — 1.
Kasus 1. diam(G) = 5,n =3
Diketahui trc(G) > 9, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa
trc(G) = 4n + 5. Andaikan trc(G) < 4n + 4 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu
pewarnaan total pelangi c:V(G) UE(G) - {1,2,..,4n+4} . Tanpa mengurangi
keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut :

c(vi ) = c(w) =1 i€[14])€[L6]
c(v) =i i €[1,4]
cvp)=i+4 i €[1,4]
c(vi’lvi_z) = C(”i,ﬂh‘,e) = c(vi’zvi_e) =i+8 i €[1,4]
C(Ul"gvl‘A) = C(vi’gvl"s) = c(vmvi_s) =i+8 i €[1,4]
c(vi’lvi_l}) = c(vi’zvi_3) = C(Vi,svi,e) =i+12 i €[1,4]
c(vivi,j) =i+8 € [14],/ € [1,6]
c(viv;))=i+8 i €[14],)€[24]
c(ui’lui,z) = c(ui_lui_e) = c(ui’zui_e) =i+12 i €[1,4]
c(ui,3ui,4) = c(ui,3ul~,5) = c(ui,4ul-,5) =i+12 i €[1,4]
c(ui,lul-A) = c(uilzui,3) = c(ui,sui,()) =i+8 i €[1,4]
c(uiui,j) =i+12 € [1,4],j € [1,6]
c(uiuj) =i+12 i €[1,4],j €[24]
c(viuy) =1,2,..,16 i €[1,4]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1 atau warna 9, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 10, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 11, maka pada lintasan v3 ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 12, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 13, maka pada lintasan u; ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 14, maka pada lintasan u, ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 15, maka pada lintasan u3 ; — v;u; tidak
pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 16, maka pada lintasan v, ; — v;u; tidak
pelangi.
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Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah,
haruslah trc(G) = 4n + 5. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) = 4n + 5 dengan
definisi pewarnaan sebagai berikut :

c(vij) =c(u;) =1 i €[1,4],j € [1,6]
c(v) =i i €[1,4]
cvp)=i+4 i €[1,4]
C(Vi,ﬂ?i,z) = c(vi,lvi,(,) = c(vi,zvi,(,) =i+8 i €[1,4]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i+8 i €[1,4]
c(vi’lvi_l}) = c(vi’zvi_3) = C(”i,svi,e) =i+12 i €[1,4]
c(vivi’j) =i+8 € [1,4],j € [1,6]
c(vivj))=i+8 i €[1,4])€[24]
c(ui’lui,z) = c(ui_lui_e) = c(ui’zui_e) =i+12 i €[1,4]
c(ui’gum) = c(ui_3ui_5) = c(ui’4ui_5) =i+12 i €[1,4]
c(ui’lum) = c(ui_zui_3) = c(ui’sui_e) =i+8 i €[1,4]
c(uiui,j) =i+12 € [1,4],j € [1,6]
c(wuy) =i+ 12 i €[1,4])€[24]
c(viuy) =17 i €[1,4]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(B;) dan graf pensil( Pc;)
ditampilkan pada gambar 4.

V2@ | @V3p
| o

Vize | Y35 u v ) Us 3
| u 1367 46
® 31 ‘ \ o 041
V4 \

Gambar 4. Pewarnaan Total Pelangi trc(B; ® Pc,)

Ilustrasi gambar 4 merupakan hasil pendefinisan dari pewarnaan total pelangi dan
berikut uraian dari kondisi dan lintasan pelangi yang disajikan pada tabel 1.
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Tabel 1. Lintasan Total Pelangi Graf (B; ® Pc,)

No x vy

Kondisi

Lintasan Pelangi

1 vi,k uj,k

i=2j={34}k€[L6]
i=3,j=1{24}k €[L6]
i=4j=1{23}ke[L6]
i=1,j€[24]k € [16]
i€[24],j =1k €[16]
i €[14],j=ike[L6]

VikVidiUi—1UjUj
VikVidiUi—2UjUj i
Vi kVilliUi—3UjUj k
vi,k viuiuj uj,k
vi,k viuiuj u]"k
vi,k viu]- u]"k

2 vi,k vj,l

i=2j={34Lke[L6]l=k

VikViVi-1VjVj,
VikViVi-2VjVj,

i €[14],j

i=3,j=4ke[L6],l=k
i=1j€[24lke[l6],l=k
i€[14],j=ik=11={35}
i€[1,4],j=ik=41={26}

i€[14],j=ik=21={36}
i€[14],j=ik=31=5
i €[14],j=ik=41={35}
i€[14],j=ik=51=6

=i k={23}1=k+3
i€[14],j=ik=11={246}

vi,k Vi Uj vj,l
Vi kViVj,
Vi kViVj 1
Vi kViVj,

Vi kVj,1
Vi kVj
Vi kVj,1
Vi kVj

Vi kVj1

3 ui,k uj,l

i=2j={34Lke[16],l=k
i=3,j=4ke[L6],l=k
i=1j€[24lke[l6],l=k
i€[14],j=ik=11={35}
i€[1,4],j=ik=41={26}

i€[14],j=ik={23}1=k+3
i€[14])=ik=11={246}

i€[14],j=ik=21={36}
i€[14],j=ik=31=5

i€[14],j=ik=41={35}
i€[14],j=ik=51=6

Ui g UiUi—1UjUj g
Ui g UiUi—2UjUj

ui‘kuinUj‘l

Ui g UiUj

Ui g Uil

Ui g U;Uj
Ui kUj 1
Ui kUj
Ui kUj 1
Ui kUj
Ui kUj

i=2,j=1{34}k€[16]
i=3,j=4ke[16]

i=1,j€[24], k€ [1,6]

i€[14],j=1ike][16]

Vi kViVi-1V;j
Vi kViVi-2Vj
vi'kvivj
vi'kvj

i=2,j=1{34}k€[1,6]
i=3,j=4ke[16]

i=1,j€[24], k€ [1,6]

i€[1,4],j =ik €[16]

Ui pUiUi—1U;
Ui g UiU;—2U;j
ui,kuiuj
ui‘kuj

4 vi,k 'Uj
5 ul-‘k 'U,j
6 vi,k 'U,j

i=2j=1{34}k€[L6]
i=3,j=1{24}k €[L6]
i=4j=1{23}ke[L6]
i=1,j€[24]k € [16]

Vi k ViliUi—1U;j

Vi k ViU U;j

Ui k Vil U;_3U;j
vi,kviuiuj
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No x vy Kondisi Lintasan Pelangi
i€[24],j=1k€[L6] Uy ViU Uy
i€[1,4],j=ike€][L16] V; 1 ViU

T Uik Y i=2,j=1{34}, k€[16] Ui U ViV V)
i=3,j=1{24},k € [1,6] Uj WV Vi—2 V)
i=4,j=1{23},k€[16] Uj UV Vi—3Vj
i=1,j€[2,4],k €[L16] U UiV Vj
i€[24],j=1k€[L6] U; kU Vi V;
i€[1,4],j=ike€][L16] U; Ui V)

8 v v i=2,j=1{34} ViViV;_1Vj

i=3,j=4 ViUV V;
i=1,j €[24] VUV

9 u i=2,j=1{34} Uj Uil 1 Uj

i=3,j=4 U UiU; U
i=1,j €[24] Ul

10 v w i=2,j=1{34} ViU U1 U

i=3,j=1{24} ViU U U
i=4,j=1{23} ViU Ui_3U;j
i=1,j €[2/4] ViU U
i€[24],j=1 VU
i€e[l14],j=1i ViU

Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 4 dan tabel 1 hasil operasi korona dari

kedua graf dan didapatkan bahwa trc(B;®Pc,) = 17, maka trc(B,OPc,,) = 4n+5
terbukti.

Kasus 2. diam(G) = 5,n =4
Diketahui trc(G) > 9, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa

trc(G) = 4n + 5. Andaikan trc(G) < 4n + 4 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu

pe€warnaan

total

pelangi c:V(G) UE(G) - {1,2, ...

keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut :

164

c(viy) = c(w) =1

cv))=1i
c(v;)=i+5

c(vigviy) = c(vi1vi6) = c(Viavie) = i + 10
C(vil3vi,4) = C(Ui,3vi,5) = C(Ui,417i,5) =i+10

C(vi,lvi.‘l) = C(vi,zvis) = C(Vi,svi_e) =i+ 15

C(Uivi,j) =i+10
c(vivj) =i+10

c(ui’lui,z) = c(ui_lui_e) = c(ui’zui_e) =i+ 15

c(ui’gum) = c(ui_3ui_5) = c(uiAui_S) =i+ 15

An + 4} .

€1,

16[15
i€[15
i €15
i €15
16[15

€1,
€[,

16[15
i €15

Tanpa mengurangi

,J € [1,6]

J €[1,6]

5]
]
]
]
]
]
5]
51,j € [2,5]
]
]



Mooduto, dkk (2023)

c(ui’lum) = c(ui_zui_3) = c(ui’sui_e) =i+10 i €[1,5]
c(uju; ;) =i+15 i €[1,5],j € [1,6]
c(uiuj) =i+15 i €[1,5],j €[2,5]
c(viyy) =1,2,...,20 i €[1,5]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1 atau warna 11, maka pada lintasan v; ; — v;u;

tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 12, maka pada lintasan v, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 13, maka pada lintasan v3 ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 14, maka pada lintasan v, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 15, maka pada lintasan vs ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 16, maka pada lintasan u, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 17, maka pada lintasan u, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 18, maka pada lintasan uz ; — v;u;

tidak pelangi.

tidak pelangi

Kemudian jika diberi warna 9 atau warna 19, maka pada lintasan u, ; — v;u;
. Kemudian jika diberi warna 10 atau warna 20, maka pada lintasan us; —

v;u; tidak pelangi.

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah,
haruslah trc(G) = 4n + 5. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) = 4n + 5 dengan

definisi pewarnaan sebagai berikut :

c(viy) = c(w,) =1

|
c(v) =i i €[1,5]
c(v;)=i+5 i €[1,5]
C(Vi,ﬂ?i,z) = c(vi,lvi,()) = c(vi,zvi,()) =i+10 i €[1,5]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i+ 10 i €[1,5]
c(vi,lvm) = c(vi,zvm) = c(vi,svi,()) =i+ 15 i €[1,5]
c(vivi;) =i+10 i €[1,5],j € [1,6]
c(vivj) =i+10 i €[1,5],j €[2,5]
C(ui,lui,z) = c(uillui,()) = c(ui,zui,()) =i+15 i €[1,5]
c(ui’gum) = c(ui_3ui_5) = c(umui_s) =i+15 i €[1,5]
c(ui’lum) = c(ui_zui_3) = c(ui’sui_e) =i+10 i €[1,5]
c(uu; ;) =i+15 i €[1,5],j €[1,6]
c(uiuj) =i+15 i €[1,5],j €[2,5]
c(viu) =21 i €[1,5]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(B,) dan graf pensil(Pc;)

ditampilkan pada gambar 5.
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Gambar 4. Pewarnaan Total Pelangi trc(B, © Pc,)

Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 4 hasil operasi korona dari kedua graf
dan didapatkan bahwa trc(B,®Pc,) = 21, maka trc(B,©OPc,,) = 4n + 5 terbukti.

Kasus 3. diam(G) =5,n=3

Diketahui trc(G) > 9, Selanjutnya akan ditunjukkan dengan kontradiksi bahwa
trc(G) = 4n + 5. Andaikan trc(G) < 4n + 4 maka terdapat ¢ yang merupakan suatu
pewarnaan total pelangi c:V(G) UE(G) - {1,2,..,4n+4} . Tanpa mengurangi
keumuman, didefinikan pewarnaan sebagai berikut :

c(vy) = cuy) =1 i €[1,6])€[L6]
c(vp) =i i €[1,6]
c(vp))=i+6 i €[1,6]
C(Vi,ﬂ?i,z) = c(vi,lvi,(,) = c(vi,zvi,(,) =i+12 i €[1,6]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i+12 i €[1,6]
C(Ui,117i,4) = C(Ui,zvi,3) = C(”i,svi,e) =i+18 i €[1,6]
c(viv;) =i+12 € [1,6],j € [1,6]
c(vivj) =i+12 i €[1,6],j €[2,6]
C(ui,lui,z) = c(ui_lui_e) = C(ui,zui,e) =i+18 i €[1,6]
c(uilgum) = c(ui_3ui_5) = c(umui_s) =i+18 i €[1,6]
c(uillum) = c(ui_zui_3) = C(ui,sui,G) =i+12 i €[1,6]
c(uiui,j) =i+18 € [1,6],j € [1,6]
c(wu;) =i+18 i €[16]j€[26]
c(viwy) =1,2,...,24 i €[1,6]

Perhatikan jika v;u; diberi warna 1 atau warna 13, maka pada lintasan v; ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 2 atau warna 14, maka pada lintasan v, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 3 atau warna 15, maka pada lintasan v3 ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 4 atau warna 16, maka pada lintasan v, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 5 atau warna 17, maka pada lintasan vs ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 6 atau warna 18, maka pada lintasan vy ; — v;u;
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tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 7 atau warna 19, maka pada lintasan u; ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 8 atau warna 20, maka pada lintasan u, ; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 9 atau warna 21, maka pada lintasan u3; — v;u;
tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 10 atau warna 22, maka pada lintasan u, 1 —
v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 11 atau warna 23, maka pada lintasan
us, — v;u; tidak pelangi. Kemudian jika diberi warna 12 atau warna 24, maka pada
lintasan ug ; — v;u; tidak pelangi.

Karena graf G tidak dapat diwarnai dengan 4n + 4 warna maka pengandaian salah,
haruslah trc(G) = 4n + 5. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa trc(G) = 4n + 5 dengan
definisi pewarnaan sebagai berikut :

c(vi) =cluy) =1 i€[16],j€[L6]
c(v) =i i €[1,6]
c(vp))=i+6 i €[1,6]
C(Ui,117i,2) = C(”i,ﬂh’,e) = C(Ui,zvi,e) =i+12 i €[1,6]
c(vi,3vi,4) = c(vi,3vi,5) = c(vi,4vi,5) =i+12 i €[1,6]
c(vi,lvm) = c(vi,zvis) = c(vi,svi,(,) =i+18 i €[1,6]
c(vvj)=i+12 € [1,6],j € [1,6]
c(vivj) =i+12 i €[1,6],j€[26]
C(ui,lui,z) = c(uillui,(,) = c(ui,zui,(,) =i+18 i €[1,6]
c(ui,3uil4) = c(ui,3ui,5) = c(ui,4ui,5) =i+18 i €[1,6]
c(ui,lum) = c(uilzui,3) = c(ui,sui,(,) =i+12 i €[1,6]
c(uu; ;) =i+18 € [1,6],j € [1,6]
c(uiuj) =i+18 i €[1,6],j€[26]
c(vju;) = 25 i €[1,6]

Pewarnaan pada graf hasil operasi korona graf buku(Bs) dan graf pensil( Pc;)
ditampilkan pada gambar 6.
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V63 V62 52 UYs3

Gambar 6. Pewarnaan Total Pelangi trc(Bs ® Pc,)
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Berdasarkan yang ditampilkan dari gambar 6 hasil operasi korona dari kedua graf
dan didapatkan bahwa trc(Bs®Pc,) = 25, maka trc(B,©OPc,,) = 4n + 5 terbukti.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan, maka diperoleh teorema dari graf hasil operasi
korona graf buku(B,,) dan graf pensil(Pc,,) dengan 3 <n < 5danm = 2.
1. Bilangan Terhubung Pelangi
Jika n merupakan bilangan bulat dengan 3 < n < 5dan G = (B,®OPc,), maka
rc(G) =2n+3
2. Bilangan Terhubung Total Pelangi
Jika n merupakan bilangan bulat dengan 3 < n < 5dan G = (B,®OPc,), maka
trc(G) =4n+5
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