Jurnal Sainsmat, Maret 2015, Halaman 51-56 Vol. 1V, No. 1
ISSN 2086-6755
http://ojs.unm.ac.id/index.php/sainsmat

Penerapan Persamaan Navier-Stokes Untuk Kasus Aliran
Fluida Laminer Pada Pipa Tidak Horizontal

Application of Navier-Stokes Equations To Laminar Fluid Flow Case
In Unhorizontal Pipe

Vistarani Arini Tiwow , Jasruddin Daud Malago

Jurusan Fisika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam
Universitas Negeri Makassar. JI. Daeng Tata Raya, Makassar

Received 23" December 2014 / Accepted 3" January 2015
ABSTRAK

Persamaan Navier-Stokes memiliki bentuk persamaan diferensial parsial non-linier
orde dua yang menerangkan pergerakan dari suatu fluida. Persamaan ini menjelaskan
keseimbangan gaya-gaya yang bekerja pada fluida yaitu gaya-gaya benda dan gaya-gaya
permukaan. Dalam studi ini, kasus yang ditinjau adalah aliran fluida laminar pada pipa
tidak horizontal. Penyelesaian persamaan Navier-Stokes dilakukan secara teoretik. Dengan
mengubah persamaan dalam bentuk koordinat polar serta mengintegrasikan secara
langsung, maka diperoleh kecepatan rata-rata fluida, laju aliran volume fluida, serta laju
aliran massa fluida pada pipa tidak horizontal.

Kata Kunci : Persamaan Navier-Stokes, Pipa Tidak Horizontal, Kecepatan Rata-rata Fluida
ABSTRACT

Navier-Stokes equation is a form of partial differential equations of non-linear second
order which describe the motion of a fluid. This equation describes the balance of forces
acting on the fluid, that is body forces and surface forces. In this study, the case focus to
laminar fluid flow in the unhorizontal pipe. Completion of the Navier-Stokes equations is
done theoretically. By changing the equation in the form of polar coordinates and
integrating it directly, then we obtain the average velocity of fluid, volume flow rate of
fluid, and the mass flow rate of the fluid in the pipe is not horizontal.
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PENDAHULUAN

adalah
bentuk diferensial dari hukum kedua
Newton tentang pergerakan dari suatu
fluida. Persamaan ini menyatakan bahwa
perubahan dalam momentum partikel-
partikel fluida hanya bergantung pada gaya
viskos internal dan gaya viskos tekanan
eksternal yang bekerja pada fluida. Dengan
demikian, persamaan  Navier-Stokes
menjelaskan  kesetimbangan gaya-gaya
yang bekerja pada fluida (Welty dkk,
2004).

Persamaan Navier-Stokes memiliki
banyak aplikasi yang berhubungan dengan
mekanika fluida. Fluida diterapkan dalam
meteorologi, hidrologi, oseanografi, dan
penelitian medis pada pernapasan dan
sirkulasi darah. Menariknya, meskipun

Persamaan  Navier-Stokes

formulasinya sederhana dan aplikasinya
bervariasi, banyak permasalahan yang
solusinya masih tetap terbuka (Saksa, 2009;
Galdi, 2011).

Pemecahan persamaan Navier-Stokes
dengan menggunakan penyelesaian analitik
jarang ditemukan. Kesulitan utama dalam
menyelesaikan persamaan Navier-Stokes
adalah karena ketidaklinierannya timbul
dari suku percepatan konvektif. Persamaan
Navier-Stokes berlaku pada kedua aliran
laminer dan turbulen. Penyelesaian secara
eksak baru tersedia beberapa kasus untuk
aliran laminer, dimana kecepatannya tidak
tergantung pada waktu atau aliran tunak
(Munson dkk, 2002).

Pada penelitian ini, kami memaparkan
penerapan persamaan Navier-Stokes pada
kasus aliran fluida laminer di pipa tidak

horizontal. Menarik bagi kami untuk
membahas  persamaan  Navier-Stokes
karena kerumitannya. Analisis teoretis
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dipilih dengan membatasinya untuk aliran
laminer berkembang penuh. Jika alirannya
tidak berkembang penuh, maka analisis
teoretis menjadi jauh lebih kompleks.
Kasus-kasus yang diselesaikan secara
eksak kebanyakan dibahas untuk aliran
laminer pada pipa yang horizontal. Oleh
karena itu, kasus aliran fluida laminer pada
pipa  tidak  horizontal dipilih  dan
dipecahkan  permasalahannya  dengan
menerapkan batasan-batasan yang tepat
selama proses penyelesaian berlangsung
untuk memperoleh kecepatan rata-rata
fluida, laju aliran volume fluida, serta laju
aliran massa fluida.

METODE

Persamaan Navier-Stokes diselesaikan
secara teoretik. Analisis persamaan Navier-
Stokes dalam persamaan diferensial untuk
gerak fluida dibatasi pada, (1) aliran
laminar yaitu gerak partikel atau distribusi
fluida yang kecepatannya seragam, lurus,
dan sejajar, (2) aliran tunak berkembang
penuh yaitu kondisi dimana komponen
aliran tidak berubah terhadap waktu, dan
(3) inkompresibel (tak mampu-mampat)
yaitu kondisi aliran dimana rapat massa
fluidanya tidak berubah (Munson dkk,
2002).

HASIL DAN PEMBAHASAN

Persamaan Navier-Stokes diselesaikan
untuk geometri tertentu dari aliran laminar
berkembang penuh di dalam sebuah pipa
bundar yang tidak horizontal. Gerakan
umum dari sebuah fluida Newtonian tak
mampu-mampat diatur oleh persamaan
kontinuitas  (kekekalan  massa) dan
persamaan momentum (Zhang dkk, 2006;
Spurk dan Aksel, 2008; Bhattacharyya dkk,
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2009; Herbst dan Skibsted, 2009;
Khmelnik, 2011),
V.v=20

Silinder fluida

Z—Y+V.VV=—%+8+UV2V ........ (1)

W sin 0 = ym’l sin 0

Gambar 1. Diagram benda bebas dari silinder fluida untuk aliran dalam pipa yang tidak

horizontal (Munson dkk., 2002).

Untuk aliran tunak, berkembang penuh
di dalam pipa, kecepatan hanya memiliki
komponen aksial, yang hanya merupakan
fungsi koordinat radial [V = u(r)ﬁ]. Untuk
kondisi-kondisi seperti itu, ruas kiri dari
persamaan (1) adalah nol. Hal ini ekivalen

dengan mengatakan bahwa fluida tidak
mengalami percepatan selama mengalir.

Jadi, dengan g = —gk maka persamaan
Navier-Stokes menjadi,
Vp

—?—gf(+uvzv=0
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Dibagi dengan - p diperoleh
Vp + pgk —vpV2v =0
Dengan v = E adalah viskositas kinematik

[1], sehingga vp =
Vp + pgk — pV2v =10 ..cooeene.... (2)

Persamaan (2) menyatakan aliran
diatur oleh suatu kesetimbangan dari gaya-
gaya tekanan, berat, dan viskos di dalam
arah aliran. Jika aliran berkembang penuh
dan tunak, perubahan bentuk pada setiap
ujung elemen fluida sama dan tidak ada
bagian dari fluida
percepatan selagi

yang mengalami
mengalir. Percepatan

local adalah nol (‘Z—\t] = O) karena aliran

tunak, dan percepatan konvektif adalah nol
(V.VV = udu/ azk = 0)karena aliran
berkembang penuh (Munson dkk, 2002).
Karena asumsi V = u(r)k, persamaan

kontinuitas terpenuhi dengan sendirinya.
Kondisi kekekalan massa 1ini, otomatis
terpenuhi oleh asumsi aliran tak mampu-
mampat. Fluida mengalir melewati satu
bagian pipa dengan laju yang sama saat
fluida mengalir melewati bagian yang
lainnya.
Jika dituliskan dalam bentuk koordinat
polar silinder, komponen persamaan (2)
sepanjang pipa menjadi,

Z—Z + pgsin 6 — u%%(raavrz) =0...03)
ap 10 ( GVZ)

a—+pgsm6 = ”_ﬁ ar

1a(av2)_1(ap+ _ 6)
rdr rar " p\oz pEsti

Persamaan di atas diintegralkan,

[a(r5) =5 (G +owsine) [
I =1\az pgsin rdr
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dv, 1 /0p
Tor T (6_
v, 1 ap
ar 1 (6

Persamaan di atas dibagi dengan r menjadi,

dv, 1 (dp Cy
(6 +pgsm6)r+—

+pgsm6) r? + C,

+pgsm6) r? + C,

or 2u
Persamaan d11ntegralkan kembali,

jdvZ = + pgsin 6)jrdr

dr
1

r
2

+C

dp
(6 +pgsm6) r?+ C;Inr
+ C,

vV, =

1 /0p
v, = 4ﬂ(6 +pgsm9)r +CInr
+ C,
Dengan menggunakan dua kondisi batas,
(1) fluida menempel pada dinding (r = R)
sehingga kecepatan sama dengan nol, dan
(2) kecepatan v, menjadi tertentu di
tengah-tengah tabung (r = 0), maka C;, =0

karena In 0 = -oo [4, 5], sechingga
1 (d )
C, = —E(a—i+pgsm9) R? ... 4)

Distribusi kecepatan :

1 /0p
v, = 4ﬂ(6 +pgsm9)
1

dp
RZ
4ﬂ(6 +pgsm9)
4u( +pgsm9) (r?—=R?) (5)
Persamaan (5) menyatakan bahwa untuk

aliran laminar dalam pipa distribusi
kecepatannya bersifat parabolik.

Uy =
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z

Gambar 2. Aliran melalui cincin annular diferensial (Munson dkk, 2002).

Hubungan antara laju volume aliran
Q yang melewati tabung dan gradient
tekanan, dengan meninjau aliran melalui
cincin annular diferensial (Gambar 2).
Karena v, konstan pada cincin, maka laju
volume aliran melalui luas diferensial dA =
(2mr)dr adalah

dQ = v,(2nr)dr

diintegralkan

Q =20 [ VAT oo (6)

Persamaan (5) disubstitusikan ke dalam
persamaan (6) sehingga,

1 /0p ) 5
Q= 2nj5(6—2+pgsm9)(r

— R¥)rdr
m (Op
Q= 2u(6 +pgsm9 [———
op , R*
Q=—(6—+pgsm9)[—T
Q—— ( +pgsm9) ............. (7)

Jika dlnyatakan dalam suku penurunan
tekanan (Ap) yang terjadi sepanjang jarak £

pada tabung,
_Op_Ap
9z £

Maka persamaan laju volume aliran (7)
menjadi,

_ R (AP . 9)
=g\ —pgsin
atau
__ nR* _ )
Q=1 (Ap — y2sinB) ... (8)

Dengan pg = y = berat jenis.
Kecepatan rata-rata fluida di seluruh pipa
tidak horizontal,

A TR?
R? .
V= ot (Ap — y€sin®) ................. 9)
atau
|4 —m(Ap yfsin@) ... (10)

Kecepatan maksimum fluida di tengah-
tengah pipa, dimana dari persamaan (5),

R? /0p
Umaks = 4ﬂ(6 +pgSln9)
R? /Ap _
Umaks = E (7 —pgsin 9)
R? (Ap — pg?sin 6
Umaks = E( ? )
RZ
Umaks = 4_M (Ap — y£ sin 0)
D? .
Vinaks = m(Ap —yfsin0) ... (11)
sehingga,
TR (12)
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Lajualiran volume fluida di seluruh pipa
menjadi :

Q=vVvA
Q= Y, p — y£sin 7
D? _
Q= 128uf (Ap —y£sin0) ............. (13)

Laju aliran massa fluida di seluruh pipa :
m = pvA = pQ

D°_(Ap —y€sin) ... (14)

128uf
Untuk kekekalan massa, laju aliran massa
fluida yang masuk ke pipa sama dengan
laju aliran massa fluida yang keluar dari
pipa(rh, = ;) (Bulu, 2001; McDonough,
2009).

m=p

DZ
128pf
Kasus aliran fluida untuk pipa yang tidak
horizontal, gravitasi bumi membantu aliran
fluida, dimana diperlukan
tekanan Ap yang lebih kecil dan sin8 < 0
(Munson dkk, 2002).

(Ap — y£sin0) (15)

m; =m; =p

penurunan

KESIMPULAN
Persamaan Navier-Stokes dapat
diselesaikan dengan menerapkan sarat

batas yang berkaitan dengan aliran laminar
berkembang penuh, sehingga diperoleh :
1. Kecepatan rata-rata fluida di seluruh
pipa tidak horizontal :
2
32pf
2. Lajualiran volume fluida di seluruh
pipa tidak horizontal :
2
Q= 128uf
3. Laju aliran massa fluida di seluruh
pipa tidak horizontal :
2

128puf

V= (Ap — y£sin 0)

(Ap — y£sin 0)

m=p (Ap — y£sin 0)
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