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Abstrak.Penelitian ini mengkaji konsep dasar grup fuzzy dari grup klasik yang telah diperkenalkan oleh
Azriel Rosenfeld, yaitu melihat hubungan antara sifat-sifat pada grup klasik dan sifat-sifat grup fuzzy.
Ditunjukan bahwa Teorema 7 tidak berlaku di grup fuzzy.
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Abstract.This research aims to review the basic concept of fuzzy group from classic group that have been
introduced by Azriel Rosenfeld, and in addition,to find the connection between the properties of classic
group and properties of fuzzy group. Show that the Theorem 7 is can't be applied in fuzzy group.
Keyword: Fuzzy set, Group, Subgroup, Fuzzy Grup

PENDAHULUAN

Dewasa ini matematika salah satu disiplin ilmu yang telah mengalami perkembangan pesat.
Terbukti telah ditemukannya berbagai sub ilmu yang mendalami ketidakpastian dari keanggotaan
suatu himpunan seperti himpunan fuzzy (fuzzy set) yang diperkenalkan oleh (Zadeh, 1965). Sejak
kemunculannya, teori fuzzy terus berkembang dan telah banyak diterapkan dalam berbagai
bidang ilmu, seperti komputer sains (Magdalena, Verdegay, & Jose, 2015; Janssen, Schockaert,
Vermeir, & Cock, 2012), serta cabang ilmu matematika sendiri (misalnya bidang aljabar).

Hampir Sembilan belas abad manusia menggunakan operasi aljabar matematika hanya dalam
himpunan tegas (nonfuzzy set). Namun, sejak teori himpunan fuzzy ditemukan, banyak peneliti
yang mulai mengkaji himpunan fuzzy dalam sifat-sifat aljabar maupun dalam operasinya.
Misalnya grup fuzzy (Rosenfeld, 1971), special set linear algebra and special set fuzzy linear
algebra(Kandasamy, 2010), topologi dan struktur aljabar di himpunan fuzzy (Rodabaugh, &
Klemet, 2003), dan nilai kebenaran aljabar dari tipe dua himpuan fuzzy (Harding, Walker, &
Walker, 2016).

Penelitian sebelumnya yang berkaitan dengan grup fuzzy yaitu (Rosenfeld, 1971) yang
mengaplikasikan konsep dasar himpunan fuzzy pada konsep grup dengan menganggap bahwa
subset dari suatu grup G adalah fuzzy dan operasi biner pada G adalah tidak fuzzy (nonfuzzy),
(Mukherjee, & Bhattacharya, 1985) tentang relasi fuzzy dan grup fuzzy, (Bhutani, 1993) tentang
himpunan fuzzy, relasi fuzzy, dan grup fuzzy, (Malik, & Modeerson, 1991) dengan judul
tulisannya A Note on Fuzzy Relation and Fuzzy Group, dan (Yuan, 2004) dengan judul publikasi
Fuzzy Group Based on Fuzzy Binary Operation. Pada penelitian ini, penulis mengkaji pada bagian
konsep dasar grup fuzzy Azriel dan hubungan antara sifat-sifat pada grup klasik dan grup fuzzy.

Pada penelitian ini diberikan sifat-sifat dari grup yang berlaku pada grup fuzzy serta sifat-sifat
pada grup yang tidak berlaku pada grup fuzzy.
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Grup dan Subgrup

Grup didefinisikan sebagai suatu himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner dan
memenuhi beberapa aksioma tertentu sebagai berikut.

Definisi 1 (Tahmir, 2004; Rosenfeld, 1971) Suatu sistem aljabar (G,*) dari himpunan tidak
kosong G dengan operasi  biner *, dikatakan grup jika memenuhi sifat berikut.

i Va,b,c € G berlakua * (b *c) = (a *b) * c. @
ii. Adae € GsehinggaVa € G berlaku*xe =exa=a. 2
iii. Va€eG,adaa ' €Gsehinggaaxal=alxa=e. (3)

Adapun teorema yang digunakan (Rosenfeld, 1971) untuk merumuskan Definisi 1, dinyatakan
sebagai berikut.

Teorema 2 (Tahmir, 2004; Janssen, dkk, 2012) Unsur identitas suatu grup adalah tunggal.

Teorema 3 (Tahmir, 2004; Janssen, dkk, 2012) Setiap anggota suatu grup mempunyai invers
tunggal.

Teorema 4 (Tahmir, 2004; Janssen, dkk, 2012) Setiap grup memenuhi hukum pencoretan.

Misalkan G adalah grup dan H subset sebarang dari G, maka H adalah komplex dari G. Perlu
ditegasakan bahwa jika G bukan grup maka H bukan komplex dari G.Berikut diberikan definisi
subgrup.

Definisi 5 (Tahmir, 2004; Rosenfeld, 1971) Suatu komplex tidak kosong H dari grup G
dinamakan subgrup dari G, jika H merupakan grup terhadap operasi yang sama di dalam G.

Secara sederhana komlpex dari suatu grup dapat dinyatakan sebagai subgrup jika memenuhi sifat
tertutup dan setiap unsurnya memiliki invers. Hal ini dinyatakan sebagai berikut.

Definisi 6 (Tahmir, 2004; Rosenfeld, 1971) Suatu komplex tidak kosong S dari grup G adalah
subgrup jika dan hanya jika:.

i. x,yES=>xy€Ss. 4)
i. xeS=>x"1les. (5)

Suatu komplex dari grup terhingga selalu membentuk subgrup sebagaimana berikut:

Teorema 7 (Tahmir, 2004; Janssen, dkk, 2012) Misalkan G grup terhingga dan H komplex dari
G, H merupakan subgrup dari G jika dan hanya jika, untuk setiap a € H, b € H maka ab € H.

Himpunan Fuzzy

Misalnya X adalah ruang dari objek-objek dan x adalah elemen dari X. Himpunan klasik A, ASX
didefinisikan sebagai koleksi elemen-elemen atau objek-objek xeX sedemikian sehingga x
memenui salah satu “termuat” atau “tak termuat” di A. Dengan mendefinisikan fungsi
karakteristik untuk setiap elemen x di X, maka kita dapat menyatakan himpunan klasik A dengan
pasangan terurut (x,0) untuk x¢A atau (x,1) untuk xeA. Berbeda dengan himpunan klasik di atas,
himpunan fuzzy mempunyai nilai berkisar pada interval tertutup [0,1], yang menyatakan derajat
keanggotaan suatu elemen dalam himpunan yang diberikan (Nurdin, 2008). Secara sederhanan
himpunan fuzzy didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 8 (Abdy, 2008) Misalkan U adalah suatu himpunan semesta dengan X €U suatu

himpunan fuzzy A dalam U adalah himpunan pasangan-pasangan terurut elemen x dengan
derajat keanggotaannya, yaitu

Ao {(x, p14(x) | x € U}

i merupakan fungsi keanggotaan yang memetakan setiap X €U ke interval [0,1]. Nilai dari

X . . - .
H ﬂ(°( ) dalam interval [0,1] disebut nilai keanggotaan dari elemen x dalam /84, sedangkan
interval [0,1] sendiri disebut ruang keanggotaan.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan jenis penelitian dasar dengan metode kajian literatur atau kajian pustaka,
yaitu melakukan pencarian informasi secara objektif dengan sumber data berupa literatur dari
berbagai sumber informasi pustaka yang relevan dengan teori grup, baik teori grup himpunan
tegas maupun teori grup himpunan fuzzy.Fokus kajian dalam penelitian ini ialah mengkaji konsep
dasar dari grup fuzzy Azriel Rosenfeld serta melihat hubungan antara sifat-sifat pada grup klasik
dan sifat-sifat pada grup fuzzy.

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Membuktikan beberapa teorema grup fuzzy dengan tujuan untuk melihat kesesuaiannya
dengan teorema pada grup fuzzy.
2. Memberikan penyangkal bahwa teorema 7 tidak berlaku di grup fuzzy.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Grup Fuzzy

Grup fuzzy Diperkenalkan (Rosenfeld, 1971), dimana ia menganggap bahwa subset dari suatu
grup G adalah fuzzy dan operasi biner pada G adalah tidak fuzzy (nonfuzzy) (Yuan, 2004). Secara
sderhana definisi grup fuzzy diberikan sebagai berikut.

Definisi 9 (Moderson, Bhutani, & Rosenfeld, 2005) Misalkan G himpunan fuzzy di G. Maka G
disebut suatu grup fuzzy dari G jika:

1 pp(xxy) = min{uz(x),u; ()} vxy € 6 (6)
2. ,ua(x_l) > ,ua(x), Vx €G @)
Pertidaksamaan pada Definisi 9 merupakan fuzzifikasi (fuzzification) dari Teorema 6 (Wang,

Ruan, & Kerre, 2009). Selanjutnya diberikan Teorema 10 menunjukkan bahwa syarat (2) dari
Definisi 9 sebagai berikut: (Moderson, 2005:7)

Teorema 10 (Moderson, dkk, 2005) Misalkan G grup fuzzy dari grup G. Maka vx € G,
i uz(e) = pp (0 ®)
i pp(x) = ppx™h ©)

Dari Teorema 10 dapat dituliskan definisi grup fuzzy dengan lebih sederhanan sebagai berikut.
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Definisi 11 (Priya, Ramachandran, & Nagalaksmi, 2013) Misalkan G grup. Suatu subset fuzzy G
dari G disebut grup fuzzy dari G jika untuk setiap x,y € G,

i uz(e) = pp (0 (10)

i pp(x) = ppx™h (11)
Contoh 12 Diberikan Z himpunan bilangan bulat membentuk grup dengan operasi penjumlahan
dengan e=0 dan Z himpunan fuzzy dalam membentuk grup fuzzy dengan fungsi keanggotaan:

() = {0.9 sjika  xe2z

bz 08 ;jika xe€2Z+1
Contoh 13Z; = {0,1,2} membentuk grup dengan operasi penjumlahan dengan e = 0.
Tunjukkan bahwa himpunan fuzzyi'3 dalam Z; tidak membentukk grup fuzzy dengan fungsi

keanggotaan:
1 ;jikax =10
Hg = {0.8 s jikax = 1
0.6 ;jikax =2
Jawab Contoh 13 Perhatikan bahwa 3x € Zssehingga berlakupz; (x™H = I, (x).
Ingat invers dari elemen Z,,3x ! € Z,, Vx € Zssehingga berlaku x ' = x™* + x = e.
Untukx =0=>x"1=0
Untukx =1=>x"1=2
Untukx =2=>x"1=1
Perhatikan bahwa, ~
x=0>uz(x™) =1=ugz(x)
= uz;(x™') = 0.6 # 0.8 = pz-(x)
= uz;(x™') = 0.8 # 0.6 = pz- (x)
oo pz; (07 # pg (%), Vx, € Zs.

X =

NS |

X =

Jadi Zztidak membentuk grup fuzzy dengan operasi penjumlahan

Contoh 14G = {1, w, *} membentuk grup dengan operasi perkalian dengan e = 1. Tunjukkan
himpunan fuzzyG dalam G tidak membentuk grup fuzzy, dengan fungsi
09 ;jikax=1
keanggotaan:uz =40.8 ;jikax =w
0.6 ;jikax = w?
Jawab Contoh 14 Perhatikan bahwa 3x, € G sehingga px (x ') # px(x)

Ingat invers dari elemen grup G 3x~! € G, Vx € G sehingga berlaku x x x 1 =x"1 x x = e.

Untukx=1=x"1=1
Untukx = w =2 x71 = w?
Untukx =w?=2x1=w
Perhatikan bahwa,
x=12pz(x™1) =09 = pz (x)
x=w>uzs(x1) =06 #0.8=puz(x)
x=w?=us(x"1) =0.8 # 0.6 = us(x)
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cug(xh) # pg(x),vx,y €G

Jadi G tidak membentuk grup fuzzy dengan operasi penjumlahan.

Berdasarkan Contoh 13 dan Contoh 14 diperoleh bahwa Teorema 7 tidak berlaku di grup fuzzy.

Teorema 15 setiap grup fuzzy memenuhi hukum pencoretan

Bukti Misalkan G grup dan G grup fuzzy di G dengan derajat keanggotaan - Ambil sebarang

a, b, c € G dengan derajat keanggotaan berturut-turut adalah pz(a), uz(b), 1z (c). Karena G

grup fuzzy dari G maka a,b,c € G
Akan ditunjukkan bahwa

Jika pz(a * b) = uz(a * c) maka pz(b) = px(c) (hukum pencoretan Kiri)

Jika pz(b * @) = uz(c * a) maka pz(b) = px(c) (hukum pencoretan kanan)
Perhatikan bahwa

Jika pg(a * b) = pg(a * ¢) maka g (b) = g (o).

Jelas bahwa a * b, a * ¢ € G karena G mewarisi sifat tertutup dari G.
Pandang pg(a * b) = pg(a * c).
Karenaa € G, G grup makaa™! € G.
Perhatikan bahwa
pe(a™t* (a*b)) = pg(a' =+ (axc))
= ug((@atxa)*b) = pg((a™ *a) xc)
= ugle*b) = pg(ex*c)
= pg(b) = pg(c)
Jadi diperoleh jika pz(a *b) = uz(a*c) maka uz(b) = uz(c) atau memenuhi hukum
pencoretan Kiri.
Jika pg (b * a) = pg(c * a) maka pg(b) = pg ().
Jelas bahwa b * a, ¢ * a € G karena G mewarisi sifat tertutup dari G.
Pandang pg(a * b) = pg(a * ¢).
Karenaa € G, G grup maka a=' € G.
Perhatikan bahwa

ue((b @)+ a) = pg((e* ) »a™?)
> pg(b* (axa™) = pg(c+ (axa™)
= pug(b*e) = pg(cxe)
Jadi diperoleh jika ug(a * b) = ug(a * c¢) maka pugz(b) = ug(c) atau memenuhi hukum
pencoretan kanan.

Teorema 16 MisalkanGadalah suatu grup fuzzy dari G berlaku:

Jika e identitas dari G dan eunsur identitas di G maka e’ = e.
Untuk setiapa € Gdan misalkanbinversadiG dancinvers adiG makab = c.

Bukti misalkan G grup fuzzy di G.

82

Misalkan e’ € G unsur identitas dengan derajat keanggotaan ugz(e’) dan e € G unsur
identitas di G.

Akan ditunjukkan e’ = e.

Ambil sebarang x € G dengan derajat keanggotaan us(x). Karena G grup fuzzy dari G
maka x € G.

Perhatikan bahwa

Jika x € G dan e identitas G maka x * e = x.
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Jika x € G dan e’ identitas G makax * e’ = x
Dengan demikianx xe = xxe’' & e =e'.
Jadie = e’.

ii. Misalkan e unsur identitas di G.
Berdasarkan (i) maka e juga unsur identitas di G.
Ambil sebarang a € G dengan derajat keanggotaan us(a). Karena G grup fuzzy dari G
makaa € G.
Misalkan b invers dari a € G dan c invers dari a € G.
Perhatikan bahwa
Jika b invers dari a € G maka ab = e.
Jika c invers daru a € G maka ac = e.
Dengan demikianab = ac & b =c¢
Jadi b = c.

Teorema 17 Suatu grup fuzzy G dalam grup G memiliki identitas tunggal.

BuktiMisalkan G adalah suatu grup fuzzy dalam grup G dengan derajat keanggotaan p.
Misalkan e dan e’ unsur identitas dari G dengan derajat keanggotaan berturut-turut adalah uz (e),
uz(e'), karena G grup fuzzy di G maka e, e’ € G.

Akan ditunjukkan e = e’

Perhatikan bahwa

Karena e unsur identitasdi Gdane’ € G, makae xe' = e’ xe =¢’ 12)
Karena e’ unsur identitasdi Gdane € G, makae' xe =exe’' =e (13)
Berdasarkan (12) dan (13) diperoleh e = ¢’.

Teorema 18 Setiap elemen dari grup fuzzy G dalam grup G memiliki invers tunggal.

Bukti Misalkan G adalah suatu grup fuzzy dalam grup G dengan derajat keanggotaan pi.

Ambil sebarang x € G dengan derajat keanggotaan ug(x). Misalkan a dengan derajat
keanggotaan uz(a), dan b dengan derajat keanggotaan ugz(b) invers dari x. Karena G suatu
grup fuzzy dalam grup G maka x, a, b € G.

Akan ditunjukkan bahwa a = b

Perhatikan bahwa

Karenaa inversdarix, makaa*x =x*a =-e (14)
Karena b inversdarix makab *x =x+*b = e (15)
Dari (15) diperoleha x (x *b) =axe=a
Jadia* (x*b)=a (16)
Dari (14) diperoleh (a *x)*b =exb =b
Jadi (axx)*b=0>h a7

Karena grup memenuhi sifat assosiatif, maka dari (16) dan (17) diperoleh a = a = (x * b) =
(a * x) * b = b. Jadi diperoleh a = b dengan kata lain invers dari setiap elemen G tunggal.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dipaparkan sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa grup
fuzzy merupakan perluasan dari konsep grup klasik, tepatnya konsep subgrup dari grup klasik,
yaitu setiap grup dianggap memiliki subset fuzzy (Rosenfeld, 1971) Selanjutnya Definisi 9, yaitu
definisi dari grup fuzzy merupakan fuzzifikasi dari Teorema 6. Secara umum sifat pada grup
klasik berlaku pada grup fuzzy karena grup fuzzy memenuhi grup klasik. Seperti sifat
ketunggalan identitas, ketunggalan invers, dan sebagainya. Namun ada beberapa sifat pada
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subgrup dari grup klasik yang tidak berlaku pada grup fuzzy misalnya Teorema 7 sebagaimana
ditunjukkan pada Contoh 13 dan Contoh 14.
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