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Abstrak. Penelitian ini bertujuan untuk mengidentifikasi dan menjelaskan konsep, sifat asimptotik,
hubungan dan terapan dari empat jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak yaitu kekonvergenan
hampir pasti, kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi, dan kekonvergenan dalam
rata-rata. Hasil dari kajian teori menunjukkan bahwa keempat jenis kekonvergenan ini, tertutup terhadap
operasi aritmatika, setiap barisan bagiannya konvergen ke peubah acak yang sama, tetap konvergen di
fungsi kontinunya, dan memiliki hubungan antara tiap-tiap jenisnya yaitu: (a) jika barisan peubah acak
konvergen hampir pasti maka barisan tersebut konvergen dalam peluang berlaku sebaliknya jika barisan
tersebut mempunyai barisan bagian yang konvergen hampir pasti ke limitnya, (b) jika barisan peubah acak
konvergen dalam peluang maka barisan tersebut konvergen dalam distribusi berlaku sebaliknya jika
limitnya suatu konstanta real, (c) jika barisan peubah acak konvergen dalam rata-rata maka barisan
tersebut konvergen dalam peluang berlaku sebaliknya jika barisan tersebut terbatas dalam peluang, dan
(d) tidak ada hubungan antara konvergen dalam rata-rata dan konvergen hampir pasti, serta dapat
digunakan dalam pembuktian Hukum Bilangan Besar, Teorema Limit Pusat dan limit distribusi.

Kata Kunci: Kekonvergenan Hampir Pasti, Kekonvergenan dalam Peluang, Kekonvergenan dalam
Distribusi, Kekonvergenan dalam Rata-rata.

Abstract. This research aims to identify and explain the concepts, asymptotic properties, relationships and
applications of four types of convergence of a sequence of random variable, namely convergence almost
surely, convergence in probability, convergence in distribution and convergence in mean. The results of
the theoretical study shows that these four types of convergence, are closed to arithmetic operations, each
subsequence is convergent to the same random variable, remains convergent in the continuous function,
and has a relationship between each type, namely: (a) if the sequence of random variable convergent almost
surely then this sequence convergent in probability and otherwise if the sequence has a subsequence that
convergent almost surely to its limit, (b) if the sequence of random variable convergent in probability then
this sequence convergent in distribution and otherwise if the limit is a real constant, (c) if the sequence of
random variable convergent in mean then this sequence convergent in probability and otherwise if the
sequence is bounded in probability and (d) there is no relationship between convergent in mean and
convergent almost surely, and also can be used in proving the Law of Large Number, Central Limit
Theorem and limit distribution.

Keywords: Convergence Almost Surely, Convergence in Probability, Convergence in Distribution,
Convergence in Mean.

PENDAHULUAN

Peubah acak adalah suatu fungsi yang mengaitkan suatu bilangan real pada setiap unsur dalam
ruang sampel. Sekumpulan peubah acak dapat membentuk barisan bilangan real yang disebut
barisan peubah acak, schingga kekonvergenan pada barisan peubah acak dapat dikaji
sebagaimana kekonvergenan pada barisan bilangan real (Sungkono, 2013). Dasar-dasar
matematis tentang kekonvergenan pada barisan peubah acak dapat digunakan dalam pembuktian
Teorema Limit Pusat dan Hukum Bilangan Besar, kedua teorema tersebut merupakan hal yang
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mendasar dalam statistika yang berperan dalam pendugaan parameter populasi (Tinungki, 2018).
Dengan demikian, kajian mengenai kekonvergenan pada barisan peubah acak sangat menarik
untuk dikaji karena keterpakaiannya dalam membantu pembuktian teorema-teorema tertentu
(Agusta dkk., 2019). Terdapat berbagai jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak yaitu
kekonvergenan hampir pasti, kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi dan
kekonvergenan dalam rata-rata (Bhat, 1981). Dalam berbagai referensi khususnya di bidang
statistika matematika mengenai teori peluang, disebutkan adanya hubungan antara jenis
konvergen yang satu dengan jenis konvergen yang lain. Sungkono (2013) telah membahas tentang
hubungan dari dua jenis kekonvergenan peubah acak yaitu Kekonvergenan dalam Probabilitas
dan Kekonvergenan A/most Surely di dalam jurnalnya yang berjudul “Kekuatan Konvergensi
dalam Probabilitas dan Konvergensi Almost Surely”, Agusta, Putri dan Syahrul (2019) juga
membahas tentang hubungan dari empat jenis kekonvergenan peubah acak di dalam jurnalnya
yang berjudul “Keterkaitan antara Konvergen Almost Surely, Konvergen dalam Probabilitas,
Konvergen dalam Mean dan Konvergen dalam Distribusi” dan Tinungki (2018) membahas
tentang penerapan dari kekonvergenan peubah acak di dalam jurnalnya yang berjudul
“Ketidaksamaan Chebyshev Hukum Bilangan Besar pada Bisnis Asuransi”. Oleh karena itu,
artikel ini akan membahas mengenai konsep, sifat-sifat asimptotik, hubungan dan terapan dari
empat jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak yaitu kekonvergenan hampir pasti,
kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi dan kekonvergenan dalam rata-
rata.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literature yaitu dengan membaca
beberapa literature yang berhubungan dengan kekonvergenan pada barisan peubah acak. Adapun
literature utama yang digunakan adalah buku yang ditulis oleh Bhat (1981) yang berjudul
“Modern Probability Theory”. Langkah pertama yang dilakukan adalah mempelajari konsep
kekonvergenan barisan bilangan real, limit fungsi, fungsi kontinu, konsep dasar peluang, peubah
acak, nilai harapan suatu peubah acak dan jenis-jenis distribusi peubah acak sebagai landasan
utama dari konsep kekonvergenan pada barisan peubah acak. Selanjutnya, memberikan definisi
dan contoh terkait empat jenis kekonvergenan barisan peubah acak yaitu kekonvergenan hampir
pasti, kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi dan kekonvergenan dalam
rata-rata. Kemudian, mengkaji beberapa sifat asimptotik dan hubungan dari empat jenis
kekonvergenan nya. Langkah terakhir adalah mengkaji penerapan teori kekonvergenan pada
barisan peubah acak berupa pemaparkan pembuktian beberapa teorema terapan.

HASIL PENELITIAN

Konsep barisan bilangan real diperluas menjadi barisan fungsi. Dilihat dari namanya, barisan
fungsi dapat dibayangkan sebagai koleksi fungsi (f; (x), f>(x), f3(x), ...) dimana f; adalah fungsi
real dengan k = 1,2,3,... adalah domain himpunan bilangan asli. Ketika nilai peubah x
disubstitusi oleh sebuah bilangan maka barisan fungsi menjadi barisan bilangan real biasa. Oleh
karena barisan yang terbentuk bergantung pada nilai x yang diberikan maka begitu juga
kekonvergenannya (Hernadi, 2015).

Suatu barisan elemennya tidak harus bilangan akan tetapi bisa juga objek yang lain. Sebagai
contoh jika objeknya peubah acak maka didapat barisan peubah acak. Barisan peubah acak dapat
dinyatakan sebagai koleksi atau kumpulan peubah acak (X;(w),X,(w),X3(w),...) dengan
w € S (S adalah ruang sampel) dan X,, adalah fungsi peubah acak dengan n = 1,2,3, .... adalah
domain himpunan bilangan asli.
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Definisi 1 (Papoulis, 1984)

Untuk setiap n € N, terdapat peubah acak X,,: S = R, koleksi (X,,) disebut barisan pada S ke R
dan untuk setiap w € S dimana S adalah ruang sampel suatu percobaan, diperoleh barisan peubah
acak X, (w).

Bhat (1981) dalam bukunya yang berjudul “Modern Probability Theory” menyatakan bahwa di
ruang peluang, kekonvergenan pada barisan peubah acak minimal terdiri dari empat jenis yaitu
kekonvergenan hampir pasti, kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi dan
kekonvergenan dalam rata-rata.

Definisi 2 (Bhat, 1981)
Barisan peubah acak (X,,) konvergen everywhere atau konvergen pasti ke peubah acak X jika
X, (w) - X(w), VweS.

Contoh 1. Pada ruang sampel S = [0,1], barisan peubah acak X, (w) = % konvergen pasti ke

n
peubah acak (w) = 0 VweS, barisan peubah acak X, (w) = (1 + %) konvergen pasti ke peubah

acak (w) = e® VweS, barisan peubah acak X,(w) = w™ konvergen pasti ke peubah acak
_ (0, jikaw € [0,1)
X(w) = {1, jika @ = 1 VweS.

Kekonvergenan Hampir Pasti

Definisi 3 (Bhat, 1981)
Barisan peubah acak (X,,) dikatakan konvergen hampir pasti ke peubah acak X jika untuk setiap
w € § berlaku

P ({w € 5: lim X,(w) = X(w)}) =1

Ini berarti, barisan peubah acak (X, n € N) tidak konvergen hampir pasti ke peubah acak X jika
terdapat w, € S sehingga P ({a) € S: lim X, (wg) = X(a)o)}) * 1.
n—-oo

Definisi 3 menyatakan bahwa barisan X,, dikatakan konvergen hampir pasti ke peubah acak X
jika {a) €S: lim X, (w) =X (a))} ada dan peluangnya sama dengan 1 dimana
n—oo
{a) €S: lim X, (w) =X ((u)} adalah peristiwa yang terdiri dari semua hasil w € S sehingga
n—oo
X, (w) konvergen ke X(w). Notasi yang digunakan untuk X,, konvergen hampir pasti ke X
adalah X, a—>SX .
-1 1
— dengan peluang 2

1 1

Contoh 2. Barisan peubah acak X, (w) =
= dengan peluang >

neN, konvergen hampir pasti

ke 0.

Teorema 1 (Bhat, 1981)

Syarat perlu dan cukup untuk kekonvergenan hampir pasti adalah

1. Ve > 0berlaku lim P(Ny—p{w: | X, (w) — X(w)| < €}) =1.
n—oo

2. Ve > 0berlaku lim P(Up-p{w: | X, (w) — X(w)| = €}) = 0.
n—oo
Bukti :
a.s
1. Karena X,, » X maka P ({w €S: lim X, (w) = X(a))}) =1..00)
n—oo
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Berdasarkan definisi limit maka persamaan (i) menjadi
PlweS:Ve>03keN3 [X,(w) —X(w)| <egVn=k}) =1

Karena  pernyataan 3JKE€ N 3 |X,(w) — X(w)| <& Vn =k  ekuivalen
U1 Np=i | Xp(w) — X(w)| < & maka diperoleh

Pl{{w € S:Ve>0 IXn(a))—X(w)|<s}>=1
(foesveroUN)
UP(ﬂ{w € S: 1X, () — X(w)| < s}) —1,Ve> 0

k=1 n=k
dan untuk Ve > 0 berlaku

gim P (ﬂ{w €S X, (w) —X(w)]| < e}) =1..(ii)
Karenan > k dan k — o0 maka n — oo sehingga persamaan (ii) menjadi

71i_1)‘g10P (ﬂ{w €S |Xp(w) — X(w)| < s}) =1,vVe>0.m
n=k

2. Misalkan

= {ﬂ{w € S: [Xp(w) — X(w)] < e}}
n=k

A€ = {U{w € S: X, (w) — X(w)| = s}}

n=
Dari bagian (1) diperoleh lim P(A) = 1. Berdasarkan Teorema 1 berlaku
n—->oo

P(A) +P(A°) =1 P(A°)=1-P(A)
sehingga
lim P(4A) = lim (1 —P(4)) = lim1— limP(4)=1-1=0
n—oo n—oo n—oo n—oo

diperoleh
lim P (U{w €S |X(w) — X(w)| = s}) =0,ve>0.m

n—oo
n=k

Teorema 2 (Bhat, 1981)
a.s a.s
Jika X;, dan Y}, adalah barisan peubah acak dimana X,, — X dan Y, — Y maka :

. X,—X % 0 4. aX, = aX untuk suatu aeR
a.s a.s
2. Xp+Y,>X+Y 5. XY, = XY
a.s 2 a.s 2
3. Xp,—-Y, - X-Y 6. X,°— X,
Bukti :
a.s
. X, 5X=P {ses: lian(s)=X(s)}) 1

g{s ES: th (s)—X(s) = 0}) 1

({s ES: th (s) — 11m X(s) = O})

P ({s € S: hm (X (s) — X(s)) = 0})

Diperoleh P ({s € S 11m n (X (s) — X(5)) = 0}) = 1 artinya X, — X Zom
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2. Misalkan A = {S € S: lim X, (s) = X(S)} dan B = {S € S: lim Y,(s) = Y(s)}
n—oo n—-oo

Karena X, 2 X dan Y, 23Y maka P(A) = P(B) = 1 sehingga
P(A)+P(A) =15 P(A)=1—P(A)=1-1=0-P(A) =0
P(B)+P(BS)=1-P(B)=1-P(B)=1-1=0- P(B) =0
P(ANB) =1-P((ANB))=1-PA°UB)=1—(P(A°)+P(BY)) =1
Didefinisikan barisan {Z,,,n € N} dimana Z,, = X,, + Y, dan
C = {s € S: lim Z,(s) = Z(s)}
n—oo
KlaimANnB cC
Karena s € A dan s € B maka lim X,,(s) = X(s) dan lim Y,,(s) = Y(s) sehingga berlaku
n—-oo n—-oo
lim X, (s) + Y,(s) = X(s) + Y(s) atau lim Z, (s) = Z(s) artinya s € C. Oleh karena itu
n—oo n—-oo
terbukti bahwa AN B c C.

Berdasarkan Teorema Kemonotonan Peluang, jika A N B  C maka berlaku
P(ANnB) < P(C)

Karena
PANB)<P(O)e®1<PC)<1eP)=1
diperoleh
P ({s € 5: lim Z,(s) = Z(s)}) =1
atau

P ({s € S: limX,(s) +Y,(s) =X(s) + Y(S)}) =1
n—-oo
sehingga terbukti bahwa X, + ¥, i X+Y.m
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bagian (3) — (6)
Teorema 2 menyatakan bahwa kekonvergenan hampir pasti tertutup terhadap operasi aritmatika.

Kekonvergenan dalam Peluang

Definisi 4 (Bhat, 1981)
Barisan peubah acak (X,,) dikatakan konvergen dalam peluang ke peubah acak X jika untuk setiap
& > 0 berlaku lim P(|X, —X|=¢) =0.

n—-oo

Ini berarti, barisan peubah acak (X,,) tidak konvergen dalam peluang ke peubah acak X jika
terdapat €5 > 0 sehingga lim P(|X,, — X| = &) # 0.
n—-oo

Definisi 4 menyatakan bahwa peristiwa {|X,, — X| = ¢} adalah peristiwa yang terjadi ketika X,
tidak konvergen ke X dan dikatakan konvergen dalam peluang ke peubah acak X, jika peluang
dari {|X;, — X| = €} menuju nol untuk n — oo. Notasi yang digunakan untuk X,, konvergen dalam

peluang ke X adalah X, 5 X.

Contoh 3. Barisan peubah acak (X,,) konvergen dalam peluang ke 0 dimana P(X,, = 1) = % dan
P(X,=0)=1 —%akan

Teorema 3 (Bhat, 1981)

Syarat perlu dan cukup untuk kekonvergenan dalam peluang adalah Ve > 0 berlaku
lim P(|X,, — X| <¢)=1.

n—oo
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Bukti :
B:risan X, konvergen dalam peluang ke X jika lln P(|X,—X|=¢)=0.
Misalkan A = {|X,, — X| < €} maka A¢ = {|Xnn— ;(o| > ¢}
Karena P(A) + P(A°) =1 = n@loo(lﬂm) +P(A9)) = Jim 1
=3 lEnOOP(A) + li_r)r})oP(AC) =1
& lim P(4) + lim P({1X, —X| 2 &) = 1
o limP(A) =1
Sehingga diperoleh rllE)nOOP(IXnn— ; |<e)=0.m

Teorema 3 menyatakan bahwa peristiwa {|X,, — X| < €} adalah peristiwa yang terjadi ketika X,
konvergen ke X dan dikatakan konvergen dalam peluang ke peubah acak X jika peluang dari
{IX,, — X| < €} menuju 1 untuk n — oo,

Teorema 4 (Bhat, 1981)
Jika X,, dan Y,, adalah barisan peubah acak dimana X, LA X danY, 5 Y maka :

I X, + Y, DX +Y 5. XY, Xy
2 X, -V, 2X-Y 6. %5 1untuk X # 0
3. aX, % aX untuk suatu aeR 7 LB tuk X, X #0
p Xn X ’
4. aX, +bY, > aX +bY untuk suatu P~
a,beR 8. JXnoVX
Bukti :

1. Berdasarkan Ketaksamaan Segitiga maka
|Xn+Yn_(X+Y)| = |(Xn_X)+ (Yn_Y)l < |Xn_X| + |Yn_Y|

Karena (IX,, + Y, — (X + V)| 2 £) € (1%, - 01 22) U (I, - 1) 2 )
Berdasarkan Teorema Kemonotonan Peluang maka
€ €
PU(Xn = X) + (=N 2 ) < P(IXa =X 2 5) + P (Vo - ¥I =)
dan berdasarkan Aksioma Peluang bagian (i) diperoleh
€ €
0<PU(Mn=X)+ (=N 2 &) <P (IXy =X 25) +P(IYn Y] 25)

Jika semua ruas dilimitkan maka

n—oo

£ 3
im0 < lim P(IX, + Y, — (X + ¥)| = &) < lim <P (an —X| = —) +P(|Yn —Y| > —))
n—oo n—oo 2 2
0< limP(X, +Y,—(X+Y)|=e)<0+0=0
n—-oo
Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh lim P(|X,, + Y, — (X +Y)| = ¢) = 0.
n—oo

Jadi, terbukti bahwa jika X, 5 X dan Y, 5 Y maka X, +7Y, 5 X+Y.m
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bagian (2) — (8)

3. lim P(laX, —aX| <) = lim P(la(X, = X)| <&) = lim P (IX, —X| <= <e)=1
n—oco n—oo n—-oo la|

Sehingga diperoleh lim P(laX, —aX| <€) = 1.
n—oo

Jadi, terbukti bahwa jika X, 5 X maka aX, 5 aX.m

Teorema 4 menyatakan bahwa kekonvergenan dalam peluang tertutup terhadap operasi
aritmatika.
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Kekonvergenan dalam Distribusi

Definisi 5 (Bhat, 1981)

Misalkan (X,,n € N) merupakan barisan peubah acak yang didefinisikan pada suatu ruang
sampel yang sama dengan peubah acak X, dimana X;, X,, X3, .... merupakan peubah acak yang
saling bebas dan berdistribusi identik, yang masing-masing memiliki fungsi distribusi F;, F,, Fs, ...
dan peubah acak X yang memiliki fungsi distribusi F. Barisan peubah acak (X,,) konvergen dalam
distribusi ke peubah acak X jika ,P_{{}OFXn (x) = Fx(x) atau rlli_r)roloP(Xn <x)=P(X <x).

Ini berarti, barisan peubah acak (X;,) tidak konvergen dalam distribusi ke peubah acak X jika
lim Fy (x) # Fx(x) atau lim P(X, <x) # P(X < x). Notasi yang digunakan untuk X,
n—-oo n—-oo

d
konvergen dalam distribusi ke X adalah X,, — X.

Contoh 4. Barisan peubah acak X, konvergen dalam distribusi ke X, didefinisikan fungsi
1 nx
1-(1-3)", x>0

0, x<0

distribusi dari X;, untuk n € N yaitu Fy (x) ={ dan X berdistribusi

eksponen dengan parameter 1.

Teorema 5 (Bhat, 1981)

d d
Jika X, dan Y,, adalah barisan peubah acak dimana X;,, = X dan Y, = ¢, c suatu konstanta real
maka :

d d
l. X, +Y,>X+c 3. X,Y, > cX
d Xp ¢ X
2. X, —-Y,-oX—c 4. Y—“—>;,c¢0
Bukti : "
I. limP(X,+Y,<x) =limP(X,<x—-Y,)
n—oo n—-oo
= lim[P(X, <x—-Y,|Y,—c|=e)+P(X,<x—-Y, |V, —c|
n—-oo
<¢)]

= lim P(X, <x—Y,|YV,—c|>¢)
n—oo
+ lim P(X, <x—Y,, |V, —c| <¢)

= lim P(XnSxi_)l;:l,IYn—cl <eg)
=Tii_r):10P(XnSx—Yn,—s<Yn—c<s)
=7Ii_r):10P(Xn£x—Yn,c—s<Yn<c+s)
=Tii_r):10P(XnSx—Yn,—(c+s)<—Yn<—(c—£))
=7Ii_r)r3:P(Xn£x—Yn,—c—s<—Yn<—c+£)
=Til:rin PX,<x—-Y,,—c—e+x<-Y,+x<-—-c+¥g)
=7Iir:10P(XnSx—Yn,x—c—s<x—Yn<x—c+£)
=7Ii_r)r010P(XnSx—Yn,x—Yn=x—c)
=Tii_r):10P(XnSx—c)

—P(X<x—c)

=PX+c<x)

Diperoleh lim P( X, + Y, <x) =P(X+c <x)
n—oo

d d d
Jadi, terbukti bahwa jika X, > X dan¥,, > cmaka X,, + Y, > X +c. m
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bagian (2) — (4)
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Teorema 5 menyatakan bahwa kekonvergenan dalam distribusi tertutup terhadap operasi
aritmatika.

Teorema 6 (Bhat, 1981)
1. Jika X, % ¢, ceR maka untuk sembarang fungsi g(x) yang kontinu di ¢, g(X;,) 5 g(o).
2. lJika X, 5 ¢, ceR maka untuk sembarang fungsi g(x) yang kontinu di ¢, g(X;,) 5 g(c).

d d
3. lJika X, = ¢, ceR maka untuk sembarang fungsi g(x) yang kontinu di ¢, g(X,,) = g(c).
Bukti :

1. Misalkan A = {a) € S: lim X, (w) = c} dan B = {w € S: lim g(X,(w)) = g(c)}
n—oo n—-oo
Karena g(x) kontinu di ¢ maka berlaku lim X,,(w) = ¢ = lim g(Xn (w)) = g(c) sehingga
n—oo n—-oo

A c B dan berlaku 0 < P(A) < P(B) <1. Karena X, 2 ¢ maka P(A) =1 sehingga
diperoleh P(B) = 1 atau P ({a) € S: lim g(X,(w)) = g(c)}) = 1 artinya g(X,,) konvergen
n—-oo
hampir pasti ke g(c). m
2. g(x) kontinu di c apabila untuk setiap € > 0 ada § > 0 berlaku
lx —c| <& =lg(x)—g(c)l <eatau|g(x) —g(c)| == [x—c| =6
Karena (|g(x) —g(c)| =€) c (]x —c| =) maka berdasarkan Aksioma Peluang dan
Teorema Kemonotonan Peluang diperoleh
0<P(lglx) —glze) < P(lx—cl] 26)
Selanjutnya substitusikan X,, ke x, kemudian dilimitkan untuk n — co maka berlaku
lim 0 < limP(lg(X,) —g(c)| = ¢) < limP(|X, —c| =)
n—oo n—oo n—-oo
©0<limP(lgiX,) —g)|=e) <0
n—oo
Berdasarkan ~ Teorema Jepit diperoleh  lim P(|g(X,) —g(c)| =€) =0 artinya
n—-oo
g(X,,) konvergen dalam peluang ke g(c). m
d
3. Menurut Teorema Portmanteau, X, —c < E(f(X,)) - E(f(c)) untuk setiap fungsi

kontinu terbatas f. Jadi untuk membuktikan g(X;,) 4 g(c) untuk setiap fungsi g(X) yang
kontinu, maka cukup ditunjukkan bahwa E ( f(g (Xn))) - E ( f(g (c))) untuk setiap fungsi
kontinu terbatas f. Perhatikan bahwa h = f 0 g sendiri merupakan fungsi kontinu terbatas.
Maka berdasarkan Teorema Portmanteau, E(h(X,))— E(h(c)) atau E ( f(g (Xn)))

->E (f(g(c))) dan ini berarti g(X,) i g). m

Teorema 6 dikenal sebagai Teorema Pemetaan Kontinu. Teorema ini pertama kali dibuktikan oleh
Henry Mann dan Abraham Wald pada tahun 1943 sehingga sering disebut Teorema Mann-Wald
dan menyatakan bahwa kekontinuan tetap mempertahankan kekonvergenan pada barisan peubah
acak.

Kekonvergenan dalam Rata-rata

Definisi 6 (Bhat, 1981)

Barisan peubah acak (X,,) dikatakan konvergen dalam rata-rata ke r ke peubah acak X jika
lim E(|X, — X|") = 0.

n—»>oo

Ini berarti, barisan peubah acak (X,,) tidak konvergen dalam rata-rata ke r ke peubah acak X jika
lim E(|X, — X|") # 0. Notasi yang digunakan untuk X,, konvergen dalam rata-rata ke r ke X
n—>oo

adalah X, 5 X dimanar > 1.
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Contoh 5. Jika X; dimana ieN adalah peubah acak menyebar bebas dan identik dengan E(X;) =

2111

u dan Var(X;) = o2 serta didefinisikan barisan peubah acak X, ,neN maka tunjukkan

bahwa X,, konvergen dalam rata-rata ke E(X},).

Teorema 7.
Jika X,, dan Y,, adalah barisan peubah acak dimana X, 5 X danY, 5 Y maka :

T r
. Xpo+Y,>X+Y 6. %—ﬁ Y, Y £0

T n
2. Xy —Y,»X-Y 1
3. aX, 5 aX, aeR 7 xn %o Xu X %0

. aX, - aX, ae
n r 8 \/—
4. aX, +bY, > aX + bY, a, beR VX
r

5. XY, > XY
Bukti :
1. Karena 0 < E|X,+Y,—X+Y)|" < E|X,—X|"+E|Y, —Y|" dan jika semua ruas di

limitkan maka diperoleh sebagai berikut :
lim0 < 11mE|X +Y,-X+Y)|" < lim(E|X, - X|" +E|Y,—Y]|")
n—-oo

n—-oo
< lim0 < llmEIX +Y,—-X+Y)|" < limE|X,—X|"+ limE|Y,, - Y|"
n—oo n—oo n—oo
©0< mEX,+Y, —(X+Y)[" < 040
n—-oo
Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh limE|X,, + Y, — (X +Y)|" =0.
n—oo
Jadi, terbukti bahwa jika X, 5 X dan Y, 5 Y maka X, + Y, 5 X+Y.m
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bagian (2) — (8)
3. lim ElaX, —aX|" = lim E|la(X, — X)|" = lim|a|" X lim E|X, —X|" =|a|"x0=0
n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo
Sehingga diperoleh lim El|aX, —aX|" =0.
n—-oo

Jadi, terbukti bahwa jika X, 5 X maka aX, 5 aX.m

Teorema 7 menyatakan bahwa kekonvergenan dalam rata-rata tertutup terhadap operasi
aritmatika.

Teorema 8.

1. X, = X = Xn, i X dimana X, adalah barisan bagian dari X,

2. X, 5 X = X, LA X, dimana X, adalah barisan bagian dari X,
d d

3. Xp— X = X, - X, dimana X, adalah barisan bagian dari X,

4. X, 5 X=X, 5 X, dimana X, adalah barisan bagian dari X,
Bukti :
1. Ambil sembarang barisan bagian dari X, misalkan X, maka n, =n sehingga akan

dibuktikan X, — X.
Misalkan n}l{il)nmP(Uf{’k:k{w: | X, (@) — X(w)| = €}) = a. Maka

a= nlim P({w: |Xnk(a)) - X(w)| = €})
ke nk=k

= nl[)nw(P({w= X () — X(@)| = €}) + P({w: | X41(w) — X(w)] = €})

+ P%{w: 1 Xjer2(@) — X(w)] = €}) + P({w: [Xp43(w) — X ()| = €})
+ eee
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= lim P((0: [X(@) = X(@)] = &) + lim P({w: X1 (@) = X(@)] = &)
+ lim P((@: Xies2(0) = X(@)] 2 ) + -
Karena nj, = k dan n;, —» oo maka k — oo sehingga
a = Jim P((0: [X(@) = X(@)] = ) + Jim P({w: [Xi11(@) — X(@)] = &)
+ lim P({w: X2 (@) — X(@)] 2 ) + -

= XiZie im P({w: 1X; () = X(w)| 2 €})

Jika X; = X maka X; 5 X dimana i — oo. Karena X; 5 X maka berlaku
fim P((w: 1X;(@) ~ X(@)] = £}) = 0

sehingga diperoleh L

[ee)

lim P U {w: |Xnk(a)) —X(a))| > s} =0
ny—0o
ng=k
Berdasarkan Teorema 1 maka X;,, = X,n > oo m
2. Ambil sembarang barisan bagian dari X, misalnya X,, makan;, = n.

Karena lim P(|X, — X| = €) = 0 dan n;, > n maka berlaku pula
n—oo
lim P(|X,, —X|=¢)=0

nk—)OO
Berdasarkan Definisi 4 maka terbukti bahwa X, 5 X.m
Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bagian (3) & (4)

Hubungan antara Jenis-Jenis Kekonvergenan pada Barisan Peubah Acak

Teorema 10 (Bhat, 1981)

L X, SX>X,2X,n->w

2 X, B X=X, S Xm0

3. Xn;X:>Xn£>X,n—>oo

Bukti :

1. Karena X, 5 X maka untuk setiap € > 0 berlaku Al_)n;lo PHIX,, —X|<egVvm=n})=1

Karenan — oo dan m > n maka m — oo sehingga diperoleh
lim P(|X,, —X| <e)=1
m-0oo

Lebih umum diperoleh lim P(|X,, — X| < &) = 1 artinya X, 2 x.
Nn—00

Jadi, terbukti bahwa jika barisan peubah acak (X,,) konvergen hampir pasti ke peubah acak
X maka (X,,) konvergen dalam peluang ke X. m
2. Misalkan Fy (x) = P(X, < x) adalah fungsi distribusi dari X,, dan Fy(x) = P(X < x)

adalah fungsi distribusi dari X. Perhatikan bahwa untuk setiap € > 0 berlaku

Fy (x) = P(Xp < x)
=PX,<x,X<x+&+PX,<x,X>x+¢)
=PX,<x,X<x+&+PX,—x<x—-X,X>x+¢)
<SP(X<x+e)+PX,—-x<x—-X,X>x+¢)
SP(X<x+&+PX,—x<-e)+PX,—x>¢)
=P(X<x+¢&)+P(X,—x|>¢)
=Fy(x+¢&)+P(X,—x|>¢)

Diperoleh Fy (x) < Fx(x + &) + P(IX,, — x| > ¢€) ... (i)

Dengan cara yang sama diperoleh

Fy(x —¢) < Fx (x) + P(1X, — x| > &) © Fx(x — &) — P(IX, — x| > &) < Fx, (x) ... (ii)
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Sehingga dari (i) dan (ii) diperoleh
Fx(x — &) = P(|X, — x| > &) < Fx, (x) < Fx(x + &) + P(|1X,, — x| > &)
lim (Fy(x — &) = P(|X, — x| > &) < lim Fy (x) < lim (Fx(x + &) + P(|X, — x| > €))
n—oo n—oo n—-oo
Fx(x—¢e)—0<limFy (x) <Fx(x+e)+0
Nn—00
Fy(x —&) < lim Fy (x) < Fx(x +¢)
Nn—00
Karena lir% Fx(x — €) = Fx(x) dan lirréFX(x + &) = Fx(x) maka
& &
limFy(x —¢) < lim(lim Fy_(x)) < limFx(x + ¢)
-0 £-0 nooo M £-0
© Fy(x) < lim Fy_(x) < Fx(x)
n—-oo
Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh lim Fy (x) = Fx(x) atau lim P(X;, < x) = P(X < x).
n—-oo n—-oo

Jadi, terbukti bahwa jika barisan peubah acak (X,,) konvergen dalam peluang ke peubah acak
X maka (X,,) konvergen dalam distribusi ke X. m
3. Dengan menggunakan Ketaksamaan Markov dan Aksioma Peluang diperoleh
0 < P(IX, — X| > &) < ZXn XD

Jika semua ruas dilimitkan maka diperoleh sebagai berikut

lim0 < llm P(|X —X| =€) < lim E(er;—XI )
n—oo n-o0

lim E(|X,—X|")
im0 < llmP(lX —X|zg) g2 T °
n-o lim e

0< limP(X, —X|=¢) S§= 0
n—->oo
Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh lim P(|1X,, — X| =€) =0
n—-oo

Jadi, terbukti bahwa jika barisan peubah acak (X,,) konvergen dalam rata-rata ke r ke suatu
peubah acak X maka (X,,) konvergen dalam peluang ke peubah acak X. m

Teorema 10 bagian (1) menunjukkan bahwa X, —>X =X, —>X tetapi belum tentu berlaku

sebaliknya yakni X, 5 X» X, = X. Berikut ini diberikan contoh bahwa kebalikan nya tidak
selalu benar.

Contoh 6. Barisan peubah acak yang bebas dan identik (X,,,neN) dimana X,, berdistribusi
Bernoulli dengan parameter p = % konvergen dalam peluang ke 0 tetapi tidak konvergen hampir
pasti ke 0.

Kebalikan dari Teorema 10 bagian (1) akan bernilai benar jika terdapat barisan bagian dari X,
yang konvergen hampir pasti ke peubah acak yang sama. Untuk lebih jelasnya perhatikan teorema
berikut.

Teorema 11 (Bhat, 1981)

Jika barisan peubah acak X,, konvergen dalam peluang ke peubah acak X maka X,, memuat
barisan bagian yang konvergen hampir pasti ke peubah acak X.

Bukti :

Ambil € = zi" > 0 distribusig, n € N. Karena X, 5 X maka

1y 1
P(IXn—XI zz—n) = o ()

Berdasarkan Ketaksamaan Boole diperoleh

[oe]

U |Xn, —X| =€ | < z P[|Xn, — X| = €] ... (D)

nig=k ng=~k

85



JmathCoS 6(1) 2023, hal. 75 - 91

1

Dari (i) maka P [ank -X | > = sehinga pertidaksamaan (ii) menjadi

2m| T 2k
” > 1 1 1 1 2
P U|Xnk—X|2£ SZﬁz(z_kJrWJ”szJf“'):z—k
ng=k ng=k

Jika kedua ruas dilimitkan maka

” 2
lim 0< lim P U|Xnk—X|Zs < lim (—)

Np—0 Np—0 np—oo \ 2K
nig=k
Karena nj, = k dan n;, — oo maka k — oo sehingga
[00)
0< lim P X X|=ze|< i 2
im - € im (==
< Jlim P{ | ] xn, —X] 2 ¢ ) < jim (53
ng=k

Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh lim P(U;‘f’k=k|Xnk - X| > s) artinya X, = X.
nk—mo

Jadi, terbukti bahwa jika X, 5 X maka (X,) memuat barisan bagian (Xnk) yang konvergen
hampir pasti ke peubah acak X. m

d
Teorema 10 bagian (2) menunjukkan bahwa X, iX = X, = X tetapi belum tentu berlaku

d
sebaliknya yakni X, > X # X, 5 X. Berikut ini diberikan contoh bahwa kebalikan nya tidak
selalu benar.

Contoh 7. Barisan peubah acak (X,) dengan range dari X,, = X = [0,1] konvergen dalam
distribusi ke X tetapi tidak konvergen dalam peluang ke X, didefinisikan peubah acak X
terdistribusi secara uniform dalam 0 < x < 1 dan fungsi distribusi komulatif dari peubah acak

. in(2nmx)
Xy yaitu Fy (x) = x—%,o <x<1

Kebalikan dari Teorema 10 bagian (2) akan bernilai benar jika barisannya konvergen ke suatu
konstanta real. Untuk lebih jelasnya perhatikan teorema berikut.

Teorema 12 (Bhat, 1981)
Jika barisan peubah acak (X, neN) konvergen dalam distribusi ke ¢ maka barisan (X,,, neN)
konvergen dalam peluang ke ¢ dimana ¢ adalah suatu konstanta.
Bukti:
Misalkan peubah acak X, menyebar secara degenerate ke nilai c. Dengan demikian fungsi
distribusi dari X dapat dituliskan sebagai berikut:

0, x<0

EO={; 10
Perhatikan bahwa
P(|X,—cl>¢)=P{X,, —c > e}U{X,, —c < —¢€})
=PX,—c>e)+PX,—c<—¢)
=PX,>c+e)+PX,<c—¢)
=1-PX,<c+e)+PX, <c—¢)
<1-PX,<c+e)+PX,<c—¢)
Aijgop(|xn—c|>s)sim(l—P(XnsC+s)+P(anC—s))
= lim 1 - limP(X, < c+¢) + lim P(X, < c — )

n—oo
=1-PX<c+e)+PX<c—¢)
=1-F(c+e)+F(c—¢)
=1-F(c+e=20)+F(c—e<0)
=1-1+0
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lim P(|X,, —c|>¢&)=0
n—oco

d
Jadi, terbukti bahwa jika X,, = ¢ maka X, LA c.m

Teorema 10 bagian (3) menunjukkan bahwa X, 5 X=X, 5 X tetapi tidak berlaku sebaliknya
T
yakni X, 5 X # X, — X. Berikut ini diberikan contoh bahwa kebalikan nya tidak selalu benar.

Contoh 8. Barisan peubah acak (X,,,n = 1,2,3, ...) konvergen dalam peluang ke 0 tetapi X,, tidak
konvergen dalam rata-rata ke r ke 0 dimana

1
n’, dengan peluang ——
X, = "1 ,untukr > 1
0, dengan peluang 1 — o1

Kebalikan dari Teorema 10 bagian (3) akan bernilai benar jika X,, terbatas dalam peluang. Untuk
lebih jelasnya perhatikan teorema berikut.

Teorema 13 (Bhat, 1981)
Jika barisan peubah acak (X, n € N) terbatas dalam peluang dan barisan (X,,,n € N) konvergen
dalam peluang ke peubah acak X maka barisan (X,,,n € N) konvergen dalam rata-rata ke X.
Bukti :
Berdasarkan Ketaksamaan Markov maka
E(1X, — XI")
P(|X,—X|>¢)=P(X,—XI">¢") Ss—r
Jika kedua ruas dilimitkan maka
E(IX, — x|  MmE(X, —X[7)  lim E(|X, - X|7)

lim P(|X,, — X| > ¢) < lim
n—-oo n-—

0 er lim e” er
n—-oo
p lim E(1X,-XI")
Karena X,, > X maka 0 < WT < limE(|X, — X|")
n—oco

Karena X, terbatas dalam peluang makalim E(|X,, — X|") =0
n—oo

Berdasarkan Definisi 6 maka terbukti bahwa X, 5 X. m
Penerapan Teori Kekonvergenan Barisan Peubah Acak

Berdasarkan jenis kekonvergenannya, terdapat dua jenis hukum bilangan besar yaitu hukum
bilangan besar kuat dan hukum bilangan besar lemah.

Teorema 15 (Sungkono, 2013)

Jika X4, X,, ..., X;, barisan peubah acak yang terdistribusi secara identik dan independen dengan
E(X) = u < o maka X,, konvergen hampir pasti ke .

Bukti :

lim P <U|Xn(w) ~X@)I > s) = D lIm P, (@) = X(@)] = &) . (0)
n=k n=k

Menurut Ketaksamaan Chebyshev untuk distribusig € > 0 diperoleh
Var(X,) o?

Sehingga
lim P(|X, —ul=¢&)=0
n—oo
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maka persamaan (i) menjadi

AmP(UIXn(a)) — X(w)| = s) - Z 0=0

n=k _ n=k
Sehingga berdasarkan Teorema 1 terbukti bahwa X,, konvergen hampir pasti ke . m

Teorema 16 (Sungkono, 2013)

Jika X7, X,, ..., X;, Dbarisan peubah acak yang terdistribusi secara identik dan independen dengan
E(X) = u < o maka X,, konvergen dalam peluang ke p.

Bukti :

Dengan menggunakan Ketaksamaan Chebyshev maka

_ 2isi Xi) 1
Var(X,) Var( lnl 1) B pZ?ﬂ Var(X;) _ o?

€2 €2 g2 ne?

P(IX, —ul 29 <

—_— 2
Berdasarkan Aksioma Peluang bagian (i) diperoleh 0 < P(|X,, —pu| = ¢) < % dan jika semua

ruas dilimitkan maka
2

N o N
lim0 < limP(|X,, —p[ = &) < lim — & 0 < limP(|X, —u/ =e) <0

Berdasarkan Teorema Jepit diperoleh lim P(|X,, — u| = €) = 0. Jadi, terbukti bahwa X,, LA U. m
n—oo

Teorema 15 dikenal dengan nama Hukum Bilangan Besar Kuat dan Teorema 16 dikenal dengan
nama Hukum Bilangan Besar Lemah dimana kedua teorema tersebut menyatakan bahwa suatu
sampel yang saling berdistribusi bebas dan idetik, dengan rata-rata sampel (X,,) akan konvergen
ke nilai harapannya (u).

Teorema 17 (Bhat, 1981)
Misalkan X, X5, X3, ..., X,, barisan peubah acak yang saling bebas dan berdistribusi identik

nox_np d
dengan E(X;) = pu dan Var(X;) =o0?i=1,2,3,.. berlaku Z, = ZF%\/%W%Z dimana Z

berdistribusi normal baku.

Bukti :
Misalkan ¥; = == maka E(Y;) = 0,Var(¥;) = 1,dan Z, = \/iﬁ nY
Misalkan T, = /-, ¥; maka Z,, = 5—% sehingga fungsi pembangkit momen dari Z,, adalah

Mz, (0) = (Myi (%))

n li_)rg}(nxln(Myi(\/%)))
Jika kedua ruas dilimitkan maka lim M, (t) = lim (Myi ( =e" . (D)
n—-oo n—-oo

3=
N——
N————

i -1 -1 i L
Misalkan y = mON= 3 makagl_r)rgo <n X In (MYL. (ﬁ)))
Substitusi persamaan (ii) ke persamaan (i) sehingga

lim nxln(Myi L )) t?
lim My, (t) = e"*°°< @) =eZ = My(t)
n—-oo

Diperoleh lim M, (t) = Mz(t) maka terbukti bahwa lim F; (x) = Fz(x) yang artinya Z,
n—-oo n—-oo

S i)

konvergen dalam distribusi ke Z. m

Teorema 17 dikenal dengan nama Teorema Limit Pusat yang menyatakan jika suatu barisan
peubah acak yang saling bebas dan berdistribusi identik dengan distribusi normal, maka untuk n
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yang sangat besar distribusi dari barisan peubah acak tersebut akan mendekati distribusi normal
baku.

Sebagai terapan yang lain dari kekonvergenan dalam distribusi, diberikan beberapa teorema yang
menyatakan bahwa suatu distribusi dapat didekati dengan distribusi yang lain. Untuk lebih
jelasnya, perhatikan teorema berikut.

Teorema 18 (Bhat, 1981)
Misalkan X;,X,, X3, ..., X,, barisan peubah acak yang saling bebas dan masing-masing
berdistribusi binomial atau biasa ditulis dengan X,,~Bin(n, p) maka X,, akan konvergen dalam

distribusi ke X dimana X berdistribusi poisson atau biasa ditulis dengan X~Poi(1).
Bukti :

Karena X,,~Bin(n,p) = P(X, < x) =X, (:l) p'(1—p)"t

dan X~Poi(1) = P(X < x) = X7, e_jli maka
. . oo -Dn-2) .. (n—i+1) .
Pty <) = ) (ot —pyr = ) HE R Dy ()
i=0 i=0

Misalkan A = np makap = % maka persamaan (i) menjadi
X

PX,<x) = Zn(n -Dn-2)..(n-i+1) (ﬂ)l (1 _i)n—i

i! n n

i=0

(-9 F -

Sehi_ngga jika P (X, < x) dikenakan limit

mron =0 g (009 (- S E)p-47)

=0

= om0
Syt

i=0
=P(X <x)
Diperoleh lim P(X, < x) = P(X < x).
n—->oo

Jadi, terbukti bahwa jika X,,~Bin(n,p) maka X,, akan konvergen dalam distribusi ke X dimana
X~Poi(A). m

Teorema 18 menyatakan bahwa peubah acak binomial dengan parameter n dan p akan konvergen
dalam distribusi ke peubah acak poisson dengan parameter A = np.

Teorema 19.

Misalkan Xi, X5, X3, ..., X;, barisan peubah acak yang saling bebas dan masing-masing
Xp—-np
avn

(n—1) snz/
a2
(n-1)

dengan n — 1 derajat bebas maka T,,_4 konvergen dalam distribusi ke Z dimana Z berdistribusi
normal baku.

berdistribusi normal, jika X,, dan S,,% saling bebas, T;,_; = berdistribusi t-student
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Bukti :
Berdasarkan definisi dari distribusi t-student maka T,,_, berdistribusi t-student. Misalkan T,,_; =

Z Xn— Sp? . d
Y—n dengan Z, = Z \/;” danY, = /0_—”2 Berdasarkan Teorema Limit Pusat maka Z,, — Z, karena
n

d
S,” 5 02 dan berdasarkan Teorema 4 maka Y, 5 1 schingga jika Z, = Z dan Y, 5 1 maka
d d
berdasarkan Teorema 5 diperoleh SZ/—n—é oleh karena itu terbukti bahwa T,,_; = Z dimana

Z~N(0,1). m ’
Teorema 19 menyatakan bahwa untuk derajat kebebasan yang makin besar, distribusi t-student
dapat mendekati distribusi normal baku.

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian yang telah diuraikan, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Kekonvergenan pada barisan peubah acak di ruang peluang minimal terdiri dari empat jenis
yaitu kekonvergenan hampir pasti, kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam
distribusi dan kekonvergenan dalam rata-rata.

i. Barisan peubah acak (X,,n € N) dikatakan konvergen hampir pasti atau konvergen
dengan peluang satu ke peubah acak X jika

P ({w € S: lim X, (w) = X(a))}) =
n—-oco
ii. Barisan peubah acak (X,, n € N) dikatakan konvergen dalam peluang ke peubah acak X

jika untuk setiap € > 0 berlaku
lim P(|X,, —X|>€e)=0
n—-oo

iii. Barisan peubah acak (X,,n € N) dengan fungsi distribusi Fy (x) dikatakan konvergen

dalam distribusi ke peubah acak X dengan fungsi distribusi Fy (x) jika
lim Fy (x) = Fx(x)
n—oo

iv. Barisan peubah acak (X,,n € N) dikatakan konvergen dalam rata-rata ke peubah acak X

jika untuk r > 1 berlaku
lim E(IX,—=X|")=0
2. Beberapa sifat kekonvergenan pada barlsan peubah acak adalah :

i. Keempat jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak bersifat tertutup terhadap
operasi aritmatika.

ii. Kekonvergenan pada barisan peubah acak mempertahankan kekonvergenannya di fungsi
kontinunya.

iii. Jika barisan peubah acak X,, konvergen hampir pasti ke peubah acak X maka setiap
barisan bagian dari X;, akan konvergen hampir pasti ke X. Hal ini juga berlaku untuk
kekonvergenan dalam peluang, kekonvergenan dalam distribusi dan kekonvergenan
dalam rata-rata.

3. Hubungan antara empat jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak yaitu:

i. Jika barisan peubah acak X, konvergen hampir pasti ke peubah acak X maka X,
konvergen dalam peluang ke X. Akan berlaku sebaliknya, jika barisan X,, yang konvergen
dalam peluang, memuat barisan bagian yang konvergen hampir pasti ke X.

ii. Jika barisan peubah acak X, konvergen dalam peluang ke peubah acak X maka X,
konvergen dalam distribusi ke X. Akan berlaku sebaliknya, jika limitnya merupakan
suatu konstanta real.

iii. Jika barisan peubah acak X, konvergen dalam rata-rata ke peubah acak X maka X,
konvergen dalam peluang ke X. Akan berlaku sebaliknya, jika barisan X;, terbatas dalam
peluang.

iv. Untuk kekonvergenan hampir pasti dan kekonvergenan dalam rata-rata, keduanya tidak
saling berhubungan.
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4. Teori kekonvergenan pada barisan peubah acak dapat digunakan dalam pembuktian Hukum
Bilangan Besar (Lemah dan Kuat), Teorema Limit Pusat, dan limit distribusi. Konsep
kekonvergenan hampir pasti dapat digunakan dalam membuktikan Hukum Bilangan Besar
Kuat. Konsep kekonvergenan dalam peluang dan kekonvergenan dalam rata-rata dapat
digunakan dalam membuktikan Hukum Bilangan Besar Lemah, dalam pembuktiannya juga
menggunakan Ketaksamaan Markov dan Ketaksamaan Chebyshev. Konsep kekonvergenan
dalam distribusi dapat digunakan dalam membuktikan Teorema Limit Pusat dan beberapa
kegunaan lainnya seperti dapat digunakan untuk mendekati suatu distribusi dengan suatu
distribusi yang lain.

SARAN

Penelitian ini membahas mengenai empat jenis kekonvergenan pada barisan peubah acak di ruang
Riil berupa definisi, contoh, sifat, hubungan dan terapannya sehingga penulis menyarankan untuk
penelitian selanjutnya dapat mengkaji lebih lanjut mengenai sifat-sifat yang lain dan topik-topik
lanjutan di ruang yang sama maupun di ruang yang lain.
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