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Abstrak. Artikel ini membahas tentang penerapan Metode ring Z[\/H] (kuadratik) dalam mencari solusi
pada persamaan Pell. Persamaan Pell merupakan bagian dari persamaan Diophantine non linear yang
penyelesaiannya berupa bilangan bulat dengan bentuk umum persamaannya yaitu x? — dy? = +N.
Dalam penelitian ini persamaan Pell yang akan ditentukan solusinya yaitu x? — dy? = +9. Metode yang
digunakan dalam penelitian ini yaitu metode ring kuadratik. Metode ring kuadratik yang digunakan
dalam menyelesaikan persamaan Pell memperhatikan konsep norm dan unit pada bilangan Z[\/H]
Berdasarkan hasil penelitian, persamaan Pell positif x2 — dy? = 9 memiliki paling tidak satu solusi
dengan nilai d yang dipilih. Sedangkan persamaan Pell negatif x? — dy? = —9 tidak selalu memiliki
solusi, hanya pada nilai d tertentu.

Kata Kunci: Persamaan Pell, Ring Kuadratik, Norm

Abstract. This article discusses the application of the ring Z[\/E] (quadratic) method in finding solutions
of the Pell equation. The Pell equation is part of the non linear Diophantine equation whose the solution
is integer with the general form of the equation is x? — dy? = +N. In this research, the Pell equation
which the solution will be determined is x? — dy? = +9. The method used in this research is the
quadratic ring method. The quadratic ring method that will be used in solving the Pell equation takes the
concepts of norm and unit in Z[\/E] number. Based on this research, positive Pell equations is
x2 —dy? = 9 has at least one solution with the value of d that chosen. While the negative Pell equation
is x2 — dy? = —9 doesn’t always have a solution, just at certain values of d.

Keywords: Pell Equation, Quadratic Ring, Norm.

PENDAHULUAN

Dalam teori bilangan dipelajari suatu persamaan, yaitu persamaan Diophantine. Persamaan
Diophantine merupakan persamaan polynomial (dengan n peubah) yang mensyaratkan
solusinya berupa bilangan bulat. Diophantine terbagi menjadi dua, yaitu persamaan Diophantine
linear dan persamaan Diophantine nonlinear tergantung pada pangkat variabelnya. Bentuk
persamaan Diophantine non linear seperti persamaan kuadrat, kubik, persamaan Phytagoras,
Persamaan Bachet, Persamaan Pell, dan lain sebagainya.

Penelitian ini menggunakan Persamaan Diophantine non linear, yaitu persamaan Diophantine
kuadrat dengan dua peubah. Persamaan Diophantine kuadrat tersebut mempunyai bentuk umum
x? —dy? =N, dimana d adalah bilangan bulat positif bukan kuadrat sempurna, dan untuk
setiap N merupakan bilangan bulat tak nol. Persamaan Diophantine kuadrat tersebut juga
dikenal dengan Persamaan Pell. Salah satu aplikasi persamaan Pell yaitu dalam bidang
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kriptografi, seperti penelitian yang dilakukan oleh Asha N (2014), yang berjudul Enforced
Cinviction in Cryptographic Provenance Across Critical System Information.

Bilangan kuadratik dinotasikan dengan Z[Vd], dimana Z[Vd]| = {a + bVd : a,b € Z,d € Z*,
d + a?}. Dengan operasi penjumlahan yang didefinisikan dengan,
(ay + byVd) + (ay + byVd) = (a1 + az) + (by + b)Vd
dan operasi perkalian pada bilangan kuadratik yang didefinisikan  dengan,
(ay + bVd) * (ay + byVd) = (aya, + byb,d) + (ayb; + ayby)Vd

maka (Z[vd] ,+,*) merupakan suatu ring.

Beberapa peneliti telah membahas mengenai penyelesaian persamaan Pell (Rafika, 2014,
Robertson, 2004; Tekcan, 2007) maupun metode ring (Dewi, 2016). Robertson (2004) meneliti
tentang persamaan Pell yang diselesaikan dengan metode siklik, sistem Lagrange reduksi,
algoritma Lagrange Matthews Mollin (LMM), bentuk biner kuadrat dan metode Algoritma PQa.
Rafika (2014) menyelesaikan persamaan Pell x? — dy? = +4 dengan metode pecahan berulang
dan metode matriks. Kemudian Dewi (2016) meneliti tentang persamaan Diophantine non linear
yang diselesaikan dengan mengaplikasikan ring Z[i], namun pada penelitian ini peneliti

menggunakan ring kuadratik atau ring Z[vd|.

Penelitian ini membahas mengenai bagaimana langkah-langkah dalam menyelesaikan
persamaan Pell x? — dy? = +9 dengan menggunakan metode ring kuadratik. Penelitian ini
bertujuan untuk menyelesaikan atau mencari solusi x dan y pada bilangan bulat yang memenuhi
persamaan x2 — dy? = +9 dengan menggunakan metode ring kuadratik.

Untuk dapat menyelesaikan persamaan Pell menggunakan metode ring kuadratik, diberikan
konsep norm dan unit pada ring kuadratik berikut.
Definisi 1 (Kline, 2014)

Misal « € Z[Vd], dimana a = (a + bVd) dengan a,b € Z maka diperoleh konjugat dari
adalah @, dimana @ = a — b\/d.

Definisi 2 (Kline, 2014)

Untuk ring R = Z[\/H] dimana d adalah bilangan bulat positif bukan kuadrat sempurna, norm
dari @ € R didefinisikan sebagai N(a) = a - & € Z.

Definisi 3 (Clark, 2009)
Misalkan € Z[vd]. a dikatakan unit dari Z[vd] jika dan hanya jika N (a) = 1.

METODE PENELITIAN

Penelitian ini merupakan penelitian murni, dimana metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah studi literatur. Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji sumber pustaka atau literatur-
literatur yang berkaitan dengan persamaan Pell dan mengenai ring kuadratik. Dalam
menyelesaikan persamaan Pell, digunakan konsep norm dan unit pada ring kuadratik. Untuk
mencari solusi persamaan Pell tersebut digunakan teorema yang diperoleh dari konsep norm dan
unit pada ring kuadratik.
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HASIL DAN PEMBAHASAN
Penyelesaian Persamaan Pell dengan menggunakan Metode Ring Kuadratik

Dalam menyelesaikan persamaan Pell dengan metode ring kuadratik dibutuhkan solusi awal
yang telah diketahui, maka beberapa solusi awal dari persamaan Pell tersebut dapat dilihat pada
Tabel 1 dengan nilai d yang diberikan, yang diperoleh dari hasil perhitungan dengan
menggunakan Aplikasi Microsoft Office Excel 2010.

TABEL 1 Solusi Awal Persamaan x? — dy? = 49

Solusi Solusi

d x*—dy* =9 2 —dy*=-9

Y (x1,¥1) Y (X1, Y1)
2 x2—-2y2=9 (9,6) x2—2y2=-9 (3,3)
3 x2—-3y2=9 (6,3) x2—-3y2=-9 -
5 x?2—-5y2=9 (27,12) x2—5y2=-9 (6,3)
6 x2-6y?2=9 (15,6) 2 —6y?=— -
7 x2—-7y?2=9 4,1) x2—7y?=— -
8 x2—8y2 =9 (9,3) x2 — 8y? = —9 -
10 x?—10y% = (7,2) x? —10y%? =-9 (1,1)
11 x2—11y%2 = (30,9) x?—11y?=-9 -
12 x2—12y% = (21,6) x?—12y%2=-9 —
13 x2-13y2 = (29,8) x? —13y% = -9 1)
14 x? —14y% = (45,12) x? —14y%2 = -9 -
15 x? —15y% = (12,3) x? —15y2 = -9 -
17 x2—-17y2 = (99,24)  x2—17y% = -9 (12,3)
18 x?—18y% = (9,2) x?—18y?2 =-9 (3, 1)
19 x2—19y% = (22,5) x2—19y2 =-9 —
20 x? —20y% = (27,6) x? —20y% =-9 —

Misal x,y € Z[Vd], dengan x = (a; + b;Vd), y = (az + b,Vd) untuk suatu a,, a, by, b, €
Z dan d € Z*, d # a;% (i = 1,2). Jika y = (a, + b,Vd) merupakan solusi dari persamaan
Pell  x2—dy?=9 maka, N(¥)=yy = (ay +b,Vd)(a, — b,v/d) =9. Namun untuk
persamaan Pell x? —dy? =9 dengan variabel (a;,b;) yang dapat ditulis menjadi,
a2 — db,” = N(x) = (ay + byVd)(a, — byVd) = 9.

Maka agar x menjadi unit haruslah x = @

N = xx = (L) () )

sehingga,

Dengan mengalikan x dan y, sesuai hasil pada persamaan (1) menjadi,
a, + biVd a,a; + bibyd\  (a;b, + azb
(1 1)(a2+b2\/3)=(12 12>+(12 21)\/3
3 3 3
Jadi dengan memisahkan bilangan bulat pada bagian rasional dan bagian irrasionalnya maka
a1a2+b1b2d a1b2+a2b1

diperoleh solusi untuk persamaan Pell x? — dy? = 9 adalah ( . , . ) dengan x
bisa sama dengan y.
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Berdasarkan persamaan (1) diperoleh bahwa merupakan unit dari ring Z[vd| sehingga

(a1+b1\/3)
v (e
dy? =9, maka dengan mengasumsikan (a,, b;) merupakan solusi dari persamaan Pell x? —
(a1+b1V4d)
3

(al +b1\ﬁ)
3

) = 1. Akibatnya karena yang dicari merupakan solusi dari persamaan Pell x2 —

dy? = 9, dan karena ———= merupakan unit dimana,

N ((a1+b1\/3)) _ ((a1+b1\/3)) ) ((al—:l\/ﬁ)) _ (ai—dbf) -1

3 3 9

(a1+b1\/3)) —9,

Sehingga, agar memenuhi persamaan Pell x? — dy? = 9 yaitu dengan norm N( S

maka,

(3 (a1+b1\/¢7)) _ <3 (al—bleﬁ)) ~ (9 ag-gabf) —91-0

3 3
Jadi berdasarkan teorema 4.2.5 pada (Andresscu, 2010:165) dimana setiap solusi persamaan

- . n
x% — dy? = 1 dapat ditulis dengan (x, + y,Vd) = (x; + y;Vd) dan berdasarkan persamaan
(1), maka setiap solusi pada persamaan x? —dy? =9 dapat ditulis dengan

n
(xn + ynVd) = £3 (@) untuk = 1,2 ....

Penyelesaian Persamaan Pell x? — dy? =9

Teorema 1
Misal d bilangan bulat positif dan bukan kuadrat sempurna. Jika (x;, y,) adalah solusi awal dari
x? — dy? = 9 maka solusi umum (x,, y,) memenuhi,

(xn + yn\/a) =43 (%)n’ n=1.2..
Bukti :
Dengan diketahui x? — dy? = 9, misal solusi positif x + yv/d dari persaamaan tersebut adalah
x+yVd =3 (@)n, diperoleh,
x? —dy? = (x + yVd)(x — yVd) =

3o

Dengan diketahui x2 — dy? = 9, misal solusi negatif x + y/d dari persaamaan tersebut adalah
n

(xn +yuVd) = — (%) , diperoleh,

x% —dy? = ( (x+y\/_)) (x—y\/_))

[ (’“””f)( (=39
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Contoh 1

Carilah dua nilai x dan y yang memenuhi persamaan x? — 3y? = 9 dengan solusi awal x; = 6
dany; =3 !

Jawab :

Diketahui solusi awal persamaan di atas adalah x; = 6 dan y; = 3. Untuk x, dan y, maka:

(ca 323 = 23 (2220
4 <6 + 3\/§>2

B 3
= (21 + 12V3)

Jadi terbukti bahwa jika (6,3) adalah solusi awal dari x? —3y2 =9, diperoleh solusi
(x2,¥2) = (21,12).

Berdasarkan penelitian Rafika (2014), misalkan diketahui solusi awal dari persamaan
x? —dy? = 9 adalah (x,,y;), maka jika (x,, y;) dibentuk ke dalam matriks akan menghasilkan

X
matriks berordo 2 x 1 vyaitu (}’1)’71 = 1. Untuk mencari solusi ke-n dari x, dan y, pada
persamaan Pell x? — dy? = 9 berdasarkan hasil penelitian Rafika (2014) diperoleh rumus :

Un\ _ (X1 d}’1)n 1

(Un) - <y1 X1 (0) 2)
dengan nilai,

X = 5 dan y, = 3)

Perhatikan bahwa persamaan (2) dapat ditulis sebagai,
(un) _ (xl dyl)" (1)
Un Y1 % 0
_ <x1 dyl) (x1 dyl)”_1 (%)
Yi X1/ \V1 X 0
= (xl dy1> (un—l)
Vi X1/ \Vn-1
_ (xlun—l + dJ/117n—1) @)
Vilp-1 + X1Vp—q
Teorema 2
Jika (x4, v;) merupakan solusi awal dari persamaan Pell x? — dy? = 9, maka untuk n > 2,
n-1td n— n— n-—
X — XaX 1+3 V1Y 1’ dan y, = YiXx 1':513’ 1
Bukti :

Diketahui bahwa berdasarkan persamaan (4), u,, = xqUp_1 + dY1Vn_1, Vn = Y1Un_1 + X1Vn_1
dan berdasarkan persamaan (3) maka u,, = 3" 'x,, v, = 3" 1y,. Jadi = u,_; =3""%x,_,
dan v,,_; = 3" 2y, _,. Akibatnya diperoleh,

Up = XqUp_1 + dY1Vp_q

3" 1xy, = x13" %xp_g + dy13" 2y
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3" 1y, = 3" 2 (g xn—1 + dY1Yn-1)
_ X1Xn—1 + dyi1yn-1

Xn 3
dan,
Up = Y1lUn-1 + X1Vn—1
3" Myn = y13" X1 + 13" Py
3" My, = 3" 2 (Y11 + X1 Yn—1)
_ ViXp—1t X1Yn—1
yn - 3
Contoh 2

Tentukan solusi kedua dengan menggunakan teorema 2 untuk persamaan Pell x? —8y? =9
dengan solusi awal (x;,y;) = (9,3) !

Jawab :

Diketahui solusi awal dari persamaan x2 — 8y2 = 9 merupakan (x;,y;) = (9,3), maka dengan
menggunakan teorema 2 diperoleh solusi kedua persamaan tersebut adalah,

X1%1 + 8 Y11
xZ e —

3
£ 9:948:3-3
B 3
=51
_Y1X X )
Yo =—"45

3
_ 3:949-3
B 3
=18
Jadi solusi kedua dari persamaan x? — 8y? = 9 merupakan (x,, y,) = (51,18).
Penyelesaian Persamaan Pell x? — dy? = —9

Teorema 3

Misal d bilangan bulat positif dan bukan kuadrat sempurna. Jika (x;, y,) adalah solusi awal dari
x? —dy? = —9, maka solusi umum (x,,, ) (untuk suatu m = 1,2, ..., dimanan =m — 1)
berbentuk:

2n+1

(x2n+1 + YZn+1\/E) =43

X1 + \/H
(%) n=01,..

Bukti :
Dengan diketahui x2 —dy? = —9, misal solusi positif x + y+/d dari persaamaan tersebut

2n+1
adalah (x + yVd) = 3 (%)
x% —dy? = (x + yVd)(x — yVd)

_ <3 (x1+33/1ﬁ)2n+1) <3 (xl—;ﬁﬁ)zn-ﬂ)

B 9

diperoleh,
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(=52 )

n

(@) e

=9

Dengan diketahui x? — dy? = —9, misal solusi negatif x + yv/d dari persaamaan tersebut

adalah(x, + y,Vd) = -3 (%ﬁ)zn+1 diperoleh,
x? —dy? = (—(x + yx/a)) (—(x - y\/a))

B x1+y1\/3 2n+1 x1—3’1\m 2n+1
- (3 (=2 ™) (3 (2259)
_ 9 xlz _ dylz 2n+1
B 9

2 232\ "
_g xX1° —dy, <—9)
B 9 9

n

o)) o

=-9
Contoh 3
Cari nilai x, dan y, yang memenuhi persamaan x2 — 17y? = —9 dengan solusi awal x; = 12
dany; = 3!
Jawab:

Diketahui solusi awal dari persamaan Pell x? — 17y? = —9 adalah x; = 12 dany, = 3,
selanjutnya, untuk x, dan y, maka berdasarkan teorema 3 diperoleh:

n \/E 2.1+1
X1+ Yy
(x2.1+1 + 3’2.1+1\/E) =43 <%>
(12 + 3\/ﬁ>3
=3(—=—
3
= (804 + 195v17)

Diperoleh x,,, = x, = 804 dan y,, = y, = 195. Dari contoh 3 di atas, maka dapat disimpulkan
bahwa nilai (x,,, 1) yang memenuhi persamaan x2 — 17y2 = —9 berturut-turut (12,3) dan

(804, 195).

Berdasarkan penelitian Rafika (2014), misalkan x; dan y; adalah solusi awal, maka untuk

persamaan Pell x? — dy? = —9 diperoleh solusi,
(u2n+1) _ (x1 dy1)2n+1 (1)
Uon+1 Y1 X1 0

Dengan nilai

Uzn+1 _ V2n+1

X2n+1 = gon dan y,n41 = 32n

Perhatikan bahwa persamaan (6) dapat ditulis sebagai

Q)

(6)
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(u2n+1) _ (xl dy1)2n+1 (1)
Von+1 V1 X1 0
(x1 d}’1)2 (x1 d}’1)2n_1 (1)
Vi X Y1 X 0
_ (x1 dy1)2 (uZn—l)
Vi X1 Van-1
(u2n+1) _ <(x12 + d}’12)u2n—1 + 2dx1y1v2n_1>
Van+1 2%1Y1Uzn—1 + (1% + dy1®) Vo
Teorema 4

()

Misal persaman Pell x? —dy? = —9 mempunyai solusi di bilangan bulat positif dan misal
(x1,v1) merupakan solusi awalnya. Solusi umum pada persamaan x? — dy? = —9 diberikan
oleh (x';,, ¥' ) (untuk suatum = 1,2, ..., n = 1,2 ..., dimana n = m — 1) dimana,

_ (1% +dy1Dxpn_1+2dX1 Y1 Y201 d _ 2x1Y1%n—1+(x12+dy13)Yan—1
Xon+1 = 5 ydan Yoniq = 5

Bukti :
Diketahui bahwa uyn+q = 32™Xpn41, Vn = 3%™vy,41. Sehingga u,,—; = 32" 2x,,_,; dan
Vyp—1 = 32" "2y, _,. Dari persamaan (6) dan (7) diperoleh,

Upnsr = (01 + dy1P)Ugpog + 2dx1 Y1 V201
3 xome1 = (01 + dy12) (32" P xpn—1) + 2dx1y1 (3% 2 Y2n-1)
3% Xonr1 = 3212 + dy1 D) Xon—1 + 2dX1Y1Y2n-1]
(0?2 +dy12)xon-1 + 2dX1Y1 Y201

Xon+1 = 9
dan,

Van+1 = 2X1Y1Uzn—1 + (12 + dy12)vpn 1

32y om+1 = 2X1Y1 (37" %X _1) + (%1% 4 dy1*) (B2 2y2n-1)
32" Yom+1 = 3 2[2x1y1 %201 + (12 + dy1P)Y2n-1]
_2xY1%0n-1 + (012 +dY1P)Yan_g

Yon+1 = 9

Contoh 4

Carilah solusi dari persamaan Pell x2 — 5y? = —9 dengan solusi awal (x;,y;) = (6,3) dengan
menggunakan teorema di atas !

Jawab :

Diketahui solusi awal dari persamaan x2 — 5y% = —9 merupakan (x;,y;) = (6,3), maka
dengan menggunakan teorema di atas diperoleh solusi dari persamaan tersebut adalah,
_ (x1%+dy1Dxg+2dx1y11

X2141 = 5
_(62+5-32)6+2-5-6-3-3
- 9
=114
_2xy1x1 + (2 + dy Dy
Y21+1 = 9
_2-6-3-6+(62+5-32)3
B 9
=51
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Jadi solusi kedua dari persamaan x2 —5y? = —9 merupakan (X', y'm) = (X'5,¥'2) =
(114,51).

Kriteria Persamaan Pell x> — dy? = —9 yang Memiliki Solusi

Teorema 5
Misal d merupakan bilangan prima dimana d = 1(mod 4). Persamaan

x?—dy?=-9 (8)
Memiliki solusi jika dan hanya jika persamaan x? — dy? = 9 memiliki solusi.

Bukti :

Diketahui d merupakan bilangan prima dimana d = 1(mod 4). Misal persamaan (8) memiliki
solusi, sehingga terdapat r,s € Z dan memenuhi 2 — ds? = —9. Akan dibuktikan persamaan
x% —dy? =9 juga memiliki solusi. Berdasarkan teorema 2.23 pada (Smith, 2009:38) dimana
misal d bilangan prima, maka persamaan Pell negatif x? — dy? = —1 mempunyai solusi di
bilangan bulat positif jika dan hanya jika d = 1 (mod 4). Sehingga dengan d = 1(mod 4),
persamaan x? — dy? = —1 memiliki solusi maka terdapat u, v € Z yang memenuhi persamaan
tersebut. Dan dengan menggunakan prinsip perluasan perkalian pada (Andresscu, 2015:68)
maka,

(ur + dvs)? —d(us £ vr)? = (-9)(-1)
(ur £ dvs)? —d(us +vr)2 =9

Misal p = (ur £ dvs) dan q = (us * vr), ini berarti terdapat p, g € Z yang merupakan solusi
dari persamaan x2 —dy? =9. Untuk membuktikan sebaliknya, diketahui d merupakan
bilangan prima dimana d = 1(mod 4). Misal persamaan x2 —dy? =9 memiliki solusi,
sehingga terdapat a,b € Z dan memenuhi persamaan tersebut. Akan dibuktikan persamaan
x? —dy? =—9 juga memiliki solusi. Dengan menggunakan teorema 2.23 pada (Smith,
2009:38) maka persamaan x? —dy? = —1 memiliki solusi maka terdapat u,v € Z yang
memenuhi persamaan tersebut. Sehingga dengan menggunakan prinsip perluasan perkalian pada
(Andresscu, 2015:68) maka,

(ua + dvb)? — d(ua + vb)? = (9)(-1)
(ua + dvb)? — d(ua + vb)? = -9

Misal ¢ = (ua £ dvb) dan d = (ua * vb), ini berarti terdapat c,d € Z yang merupakan solusi
dari persamaan x2 — dy? = —9.

KESIMPULAN

Dalam menyelesaikan persamaan Pell x? —dy? = +9 dengan menggunakan metode ring
Z[Vd]| memiliki langkah yang lebih singkat, yaitu dengan mencari solusi awalnya terlebih
dahulu, kemudian diselesaikan dengan menggunakan teorema-teorema yang berkaitan dengan
konsep norm pada ring Z[\/E] Pada penelitian ini diberikan empat teorema untuk
menyelesaikan persamaan Pell dan diberikan contoh dalam menyelesaikan persamaan Pell
dengan menggunakan ke-empat teorema tersebut. Diperoleh pula bahwa, solusi persamaan Pell
x? —dy? =9 paling tidak memiliki satu solusi, sedangkan persamaan Pell x? —dy? = —9
tidak selalu memiliki solusi, hanya pada nilai d tertentu persamaan Pell negatif memiliki solusi.

Penelitian ini dapat dikembangkan, yaitu dengan menggunakan persamaan Pell dengan nilai N
yang berbeda atau dengan menggunakan persamaan Diophantine lainnya. Dapat pula
diselesaikan persamaan Pell dengan menggunakan metode lainnya.
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